Logica Curso 2015-16 Semantica en LPO

Ejercicios resueltos - Enunciados

Sea B la formula AxVy (x - y = a) de un lenguaje de primer orden. Sea i, la interpretacidn sobre el
dominio de los numeros naturales (positivos y el cero), con - el producto ordinario. Indicar si las
siguientes afirmaciones son correctas o no. Justifica la respuesta en todos los casos

a) La interpretacion i coni(a) = 1 es modelo de la féormula dada.
b) No existe interpretacion que sea modelo de B.

c) El sistema de deduccion natural es completo porque toda férmula bien formada puede
deducirse en él.

Construir un modelo y un contramodelo de la siguiente férmula sobre el dominio {1,2,3}:

Ax-Q(f(x)) A -32(VyP(z,y) - Q(f(2)))

Encontrar, si existen, un modelo y un contramodelo para cada una de las siguientes formulas:
L Vx Vz (p(a) < (q(x, f(z)) A q(f(x), 2)) )
2. Vx 3y s(y,x) A —-3Ix Iy (z (s(zx) A s(zy)))
3. VxVy ((=p(xy) = aq(¥)) A (p(xy) = r(y)))

Definir detalladamente dos interpretaciones, ambas sobre el dominio {1, A }, una que verifique
y otra que falsee la siguiente formula:

Algunos votantes no confian en Obama: Ax (V(x) A =C(x,a))

Sea L el lenguaje {R, a, b, c}, donde R(x,y) es un simbolo de predicado y a, b, ¢ son constantes.
Definir un contramodelo en un dominio de 3 elementos para demostrar lo siguiente:

Vx3y R(xf(y)) # JyVx R(x,f(y))

Definir un contramodelo para demostrar que la siguiente relacidon de consecuencia ldgica no se
verifica:

{ Yx (P(x) = R(x)), ¥x (Q(x) = R(x)), P(a) , Q(b) } = Ix(P(x) A Q(x))

Analizar si existe o no relacion de consecuencia légica en los siguientes esquemas de
argumentacion utilizando razonamiento semantico:

a) {Vz3xP(x,z),3IxP(x,a) } E IxVzP(x,2)
b) {VxP(x) = Qc) } = Ix (P(x) = Q(c))



Sea B la formula IxVy (x - y = a) de un lenguaje de primer orden. Sea i, la interpretacion sobre el
dominio de los niumeros naturales (positivos y el cero), con - el producto ordinario. Indicar si las
siguientes afirmaciones son correctas o no. Justifica la respuesta en todos los casos

a) La interpretacion i con i(a) = 1 es modelo de la férmula

b) No existe interpretacién que sea modelo de B

c) El sistema de deduccién natural es completo porque toda féormula bien formada puede deducirse en él

a) INCORRECTO. No existe ningiin numero que multiplicado por cualquier nimero siempre sea
igual a 1.

b) INCORRECTO. La interpretacion i con i(a) = 0 es modelo, ya que el 0 multiplicado por cualquier
numero es igual a 0.

c¢) INCORRECTO. Es completo porque toda formula valida puede deducirse en él.



Construir un modelo y un contramodelo de la siguiente férmula sobre el dominio {1,2,3}:

Ix-Q(f(x)) A -32(VyP(zy) — Q(f(2)))

Definimos un interpretacion I(D, i()) en el dominio {1,2,3}
Tendremos tres constantes en el lenguaje de primer orden que utlizaremos L={a,b,c}
Definimos la funcion de interpretacion i()
Funcion de interpretacién para las constantes:
i(a)=1, i(b)=2, i(c)=3
Funcion de interpretacién para las funciones:
i(f(a))=a, i(f(b))=b, i(f(c))=c
Funcion de interpretacién para los predicados:
i(Q(a)) = ,i(Q(b)) = , i(Q(c))=
i(P(a,a)) = , i(P(a,b)) =, i(P(a,c)) =
i(P(b,a)) = , i(P(b,b)) =, i(P(b,c)) =

i(P(c,a)) = , i(P(c,b)) =, i(P(c,c)) =

Buscamos un Modelo, una interpretacion que haga verdadera la férmula:

i(3x-Q(f(x))) A -3z(VyP(z,y) > Q(f(2)))) =V
sii

i(3x-Q(f(x))) = V y i(-3z(VyP(zy) - Q(f(2)))) =V

i(3x-Q(f(x))) = V sii
z=a i(-Q(f(a))) =V sii i(Qlf(a)))=F

o bien
z=b  i(=Q(f(b))) =V sii i(Q(f(b)))=F

o bien



z=c i(-Q(f(c))) =V sii i(Q(f(c))) =F

i(-32(YyP(z,y) > Q(f(2)) =V sii 3z(VyP(z,y) > Q(f(z))) = F
z=a  i(VyP(a,y) > Q(f(a))) = F sii
i(VyP(a,y)) =V y i(Q(f(a)) =F
i(P(a,a))=v
y i(P(a,b))=V

y i(P(a,c))=V

y
z=b  i(VyP(by) > Q(f(b))) = Fsii
i(vyP(b,y)) =V y ilQ(f(b)) =F
i(P(b,a))=V
y i(P(b,b))=V
y i(P(b,c))=V
y

z=c  i(VyP(b,y) > Q(f(b))) = F sii
i(vyP(cy)) =V y i(Q(f(c)) =F
i(P(c,a))=Vv
y i(P(c,b))=V

y i(P(c,c))=V

Modelo: i(Q(a)) = F, i(Q(b)) = F,i(Q(c))=F, i(P(a,a)) = V, i(P(a,b)) =V, i(P(a,c)) =V, i(P(b,a)) = V,
i(P(b,b)) =V, i(P(b,c)) =V, i(P(c,a)) = V, i(P(c,b)) =V, i(P(c,c)) =V

Contramodelo

Buscamos un ContraModelo, una interpretacion que haga falsa la férmula:



i(3x-Q(f(x)) A -32(VyP(zy) > Q(f(2)))) = F

sii

i(Ix-Q(f(x))) = F o bien i(-3z(VYyP(z,y) - Q(f(2))))) =F

i(3z-Q(f(x))) = F sii

z=a i(-Q(f(a))) = F sii i(Q(f(a))) =V

2=b  i(=Q(f(b))=F sii i(Q(f(v))) =V

2=c i(-Q(f(c))) =F sii i(Q(f(c))) =V

Contramodelo: i(Q(f(a))) = V, i(Q(f(b))) = V, i(Q(f(c))) = V



Encontrar, si existen, un modelo y un contramodelo para cada una de las siguientes férmulas:
L. VxVz(p(a) < (q(x f(z)) A q(f(x), 2)) )

2. Vx 3y s(y,x) A -3Ix Iy (z (s(zx) A s(zy)))

3. VxVy((-p&xy)—=qy) A (p(xy) = r(¥)))

Se usara siempre los nimeros naturales como dominio de las interpretaciones.

1. VxVz(p(a) < (qx f(2)) A q(f(x), 2)) )
* modelo: basta definir p como un predicado que vale para todo niumero, y g como

predicado que vale para toda pareja de numeros.

* contramodelo: basta decir que I(a) = 0 y modificar p para que no valga en 0.

2. Vx3Ays(y,x) A -3Ix3Iy (3z (s(zx) A s(zy)))

* modelo: no existe

* contramodelo: una I donde s es falso siempre

3. VxVy ((-p(xy) = a(y)) A (p(xy) = r(¥)))

* modelo: una interpretaciéon donde q es falso siempre , p es verdadero siempre, r
es verdadero siempre.
* contramodelo: una interpretacién donde q es verdadero siempre.



Defina detalladamente dos interpretaciones, ambas sobre el dominio { O, A }, una que verifique
y otra que false la siguiente formula:

Algunos votantes no confian en Obama: 3x(V(x) A =C(x,a))

Dadoquel={a, V', C}yD={0,A}, LD)=Lu{b}

Ampliacion de L

Sea |y = <D,i()>
i(a)=0,i(b) = A
i(VY) = {<O>, <A}, i(CY) = {<O,A>, <A, 05}

i(3Ix(V(x) A =C(x,a))) = V sii l Analisis carrecto de 7
i(V(a) A —C(a,a)) = Vsii i(V(a)) = Vy i(=C(a,a)) = V
i(V(a)) = V sii <i(a)> € i(V); <O> € {<O>, <A>}

i(—Cla,a)) = V sii i(C(a,a)) = F sii <i(a),i(a)> ¢ i(C%); <0,0> ¢ {<O,A>, <A,0>) v

Queda demostrado que |y verifica la formula 3x(V(x) A =C(x,a)).

Sea I, = <D,i’()>, siendo i'() idéntica a i() excepto en que i'(V') = @
i(Ix(V(x) A —=C(x,a))) = F sii
i(V(a) A —C(a,a)) = Fsii i(V(a)) = F 0 i(—C(a,a)) = F Wl Andlisis correcto de 5
i(V(a)) = Fsii <i(a)> g i(VY); <O> ¢ &

54

i(V(b) A =C(b,a)) = Fsii i(V(b)) = F 0 i(~C(b,a)) = F v§
i(V(b)) = F sii <i(b)> & i(V)); <A> ¢ & ‘

Queda demostrado que | falsa la férmula Ix(V(x) A =C(x,a)).




Sea L el lenguaje { R, a, b, c }, donde R(x,y) es un simbolo de predicado y a, b, c son constantes.
Definir un contramodelo en un dominio de 3 elementos para demostrar lo siguiente:

Vx3y R(x.f(y)) # JyVx R(x,f(y))

Justificar adecuadamente la respuesta con un analisis semantico.

A = Vx3y R(x{(y)) B = JyVxR(xf(y))

Hay que encontrar un contramodelo, es decir, una interpretacion i tal que i(A)=V y i(B)=F
Probamos con dominio D ={a,b}, yf: D —— D la funcion identidad, f(x)=x Vx

Hay que determinar R C D x D.

I(B)=F — 3dyVxR(x(f(y)) = F — = (dyVxR(xf(y)))=V — Vydx R(xf(y))=F

—— Vy3dx R(xy)=F

y=a dx R(x,a)=F R(b,a) =F por ejemplo (1)

y=b dx R(x,b)=F R(a,b) =F porejemplo (2)

i(A) =V —— VxdyR(x(f(y))=V —— VxIdyR(xy)=V
x=a dyR(ay)=V teniendo en cuenta (2) R(a,a) =V

x=b dyR(by)=V teniendo en cuenta (1) R(b,b) =V

Queda portanto: R ={(aa), (bb)}



Definir un contramodelo para demostrar que la siguiente relacién de consecuencia ldgica no se
verifica:

{ VX (P(x) > R(x)), Vx (Q(x) = R(x)), P(a) , Q(b) } = 3x (P(x) A Q(x))

{ VX (P(x) > R(x)), Vx (Q(x) = R(x)), P(a) , Q(b) } = Ix (P(x) A Q(x))

AL A, A; Ay B

Buscamos una interpretacion i tal que

Vx (P(x) = R(x))

Vx (Qx) > R(x)) son V y Ix (P(x) AQ(x)) es F
P(a)

Q(b)

Tomamos como dominio D = {a,b}

- A=V — P(a)) =V

A=V — | QB)=V

- A =Vx (P(x) = R(x)) =V

P(a)=V

x=a P(a)—>R(@)=V
— R(@)=V

x=b Pb)—Rb)=V —> Pb)=F 6 RbL)=V ()
- A=Vx(Qx)—>REX)=V

X=a Q(a) > R(a)=V se cumple pues R(a)=V

Q) =V

x=b Q(b) > R(b)=V
— |R(b)=V

por tanto, (1), A; esV parax=>b, yportanto A;esV



- B=Ix(P®)AQX)=F si -3Ix(Px) AQX)=V sii

Xx=a -P@@v-Q@=V — -Q@ =V — | Q@=F

P(a)=V — -P(a)=F

x=b =P(b)v-Q(b)=V —— -P(b)=V —
Q(b) =V — -Q(b)=F

Hemos encontrado un contramodelo: Pp={a} Qp={b}
que ademas es el Unico contramodelo

Vx (-P(x) v -Q(x)) = V

P(b)=F

RD: {a,b}



Analizar si existe o no relacion de consecuencia légica en los siguientes esquemas de
argumentacion utilizando razonamiento semantico:

a) {Vz3xP(x,z), AxP(x,a)} = AxVzP(x,z)
b) {VxP(x) = Q(c)} £ Ix(P(x) = Q(c))

Para comprobar si hay consecuencia légica, comprobamos si existen contramodelos (que hagan
verdaderas las premisas y falsa la conclusion) para cada una de las argumentaciones. Buscamos

contramodelos con dominio D ={a,b,c}

a) {Vz3xP(x,z), AxP(x,a)} & AIxVzP(x,z)

Premisas
Vz3AxP(x,z) =V
z=a  dxP(x,a) = Vsii

X=a P(a,a)=V

o x=b P(b,a)=V
o X=C P(c,a)=V
y z=b  IxP(x,b) = Vsii

X=a P(a,b)=V

o x=b P(b,b)=V
o X=C P(c,b)=V
y z=c  dxP(x,c) = Vsii

X=a P(a,c)=V
o x=b P(b,c)=V

o x=c)  P(c,c)=V

y dxP(x,a) =V

X=a P(a,a)=V



o x=b P(b,a)=V

o X=C P(c,a)=V

Conclusién
dxVzP(x,z) = F
X=a YzP(a,z) = F sii

z=a P(a,a)=F

6 z=b P(a,b)=F
6 z=c P(a,c)=F
y x=b VzP(b,z) = F sii

z=a P(b,a)=F

o) z=b P(b,b)=F
o] z=Cc P(b,c)=F
y X=C YzP(c,z) = F sii

z=a P(c,a)=F
o] z=b P(c,b)=F

6 z=c P(c,c)=F

Existe al menos un contramodelo (P(a,a)=V y P(b,b)=V y P(c,c)=V ; P(a,b)=F y P(b,a)=Fy
P(c,a)=F ), luego no hay consecuencia légica.

b) {VxP(x) = Q(c)} & Ix(P(x) — Q(c))

Premisas
VxP(x) — Q(c) =V sii
VxP(x)=F sii
X=a P(a)=F

o x=b  P(b)=F



o x=c  P(c)=F

o Q(c)=V

Conclusién
Ix(P(x) — Q(c)) = F sii
x=a  P(a) = Q(c) =F sii
P(a)=V vy Q(c)=F
y x=b  P(b) = Q(c) = F sii
P(b)=V y Qfc)=F
y x=c  P(c) = Q(c) =F sii

P(c)=V y Qlc)=F

Analizamos las opciones:

Q(c)=V en la premisa es incompatible con Q(c)=F que se tiene que cumplir en todas las
opciones de la conclusion.

P(a)=F en la premisa es incompatible con P(a)=V que debe cumplirse en la primera alternativa
de la conclusion. P(b)=F en la premisa es incompatible con P(b)=V que debe cumplirse en la segunda
alternativa de la conclusion. P(c)=F en la premisa es incompatible con P(c)=V que debe cumplirse en
la tercera alternativa de la conclusién.

No es posible encontrar un contramodelo que haga simultaneamente verdaderas las premisas y
falsa la conclusion, luego existe consecuencia légica.
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