1 de 207

Departamento de Inteligencia Artificial

Escuela Técnica Superior de
Ingenieros Informaticos

Logica
Tema 7: Lenguajes de
Primer Orden

Profesor: Emilio Serrano
emilioserra@fi.upm.es



Bloque

O Estructura de la asighatura

2 de 207

Bloque 1

Logica Proposicional

\ 4

Bloque 2

Légica de Primer Orden




O Bloque II

Temas

Tema 7
Lenguajes de primer orden: sintaxis y
uso en la formalizacion de
argumentos

Tema 8
Semantica formal: Funciones de
verdad, tautologicidad, consecuencia
l6gica

Répréséntacion

2 2

Tema 9
Razonamiento semantico: definicion
de modelos y contra-modelos

Tema 10

Calculo de deduccion natural de
primer orden

Razona

iento

¥

Forma Normal de Skolem. Forma

Tema 11

clausular

Tema 12
Sustitucion y Unificacion
maximamente general

Tema 13

Calculo de resolucion con Unificacion

Computacion

3 de 207




Introduccion

Q é¢Logica de proposiciones y logica de predicados?

Légica proposicional:
- Estudio de la consecuencia. Razonamientos validos y correctos.
« Estudio de los conjuntos de creencias consistentes.
 Sintaxis + Semantica.

« Inferencia.

Logica de predicados (Logica de Primer Orden). A lo anterior afiade un
aumento de la capacidad expresiva:

- Se analizan los enunciados atomicos.

« Aparecen los cuantificadores.
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Introduccion

d La Logica de Primer Orden

 La logica proposicional solo puede representar hechos acerca del mundo:

o Solo se consideran frases declarativas, verdaderas o falsas y sin ningun otro valor de
verdad.

o La asignacion de valores de verdad se realiza sin consideraciones de contexto ni de
la estructura interna de los enunciados simples.

« Ejemplo: 7odo natural es entero y 2 es natural, luego 2 es entero.

p A @ /— res un razonamiento valido, pero la validez del razonamiento depende de la
estructura interna de las proposiciones.

- La légica de primer orden proporciona mas expresividad al captar mas
detalles del lenguaje natural:

o Considerar una estructura interna en los enunciados atdmicos. Se puede
acceder a los elementos de la proposicion.

o Considerar propiedades.
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Introduccion

Q Sistema formal de la logica de primer orden
« Es un sistema légico para inferir conclusiones a partir de premisas.

« Trabaja con problemas de razonamiento desde el punto de vista de la
estructura.

Lenguaje formal: alfabeto + reglas para formacion de formulas logicas

Teoria semantica: relacion entre el lenguaje y el conjunto de significados de
una formula légica (V o F).

Sistemas de deduccion: métodos deductivos para determinar la validez de los
razonamientos. Permiten obtener conclusiones utilizando reglas de inferencia.

Objetivo: Mas interés en Como se razona, y menos en Qué se razona.
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Alfabeto de la l6gica de primer orden

Q La Lagica de Primer Orden — Idea intuitiva.
« Laldgica de primer orden describe un mundo que consta de:
o objetos (términos)
o propiedades (o predicados) de esos objetos.

- Entre los objetos, se verifican varias relaciones p.ej.
Progenitor(Marcos, José).

« Una funcidn es una relacion en la cual sélo hay un valor para un input dado.

« Ejemplos
Obijetos: gente, casas, numeros, planetas,...
Relaciones: Progenitor, Hermano-de, Mayor-que,...
Propiedades: Rojo, Pequeno, Primo,...
Funciones: padre-de, uno-mas-que
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Alfabeto de la l6gica de primer orden

d La Logica de Primer Orden

« La ldgica de primer orden contiene a la proposicional, pero es mas potente. Utiliza una clase
de lenguajes que son conocidos como lenguajes de primer orden, introducidos por Frege
en 1879. El alfabeto de estos lenguajes dispone de simbolos que permiten:

0)

0
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Representar elementos arbitrarios del dominio o universo del discurso, por medio de simbolos
de variable.

Representar elementos especificos del universo del discurso, por medio de simbolos de
constante.

Expresar propiedades o relaciones entre los elementos del universo del discurso, por medio
de simbolos de predicado.

Representar generadores de elementos del universo del discurso a partir de uno o varios
elementos de dicho universo, por medio de simbolos de funcion.

Expresar que nos referimos a algunos o a todos los elementos del universo del discurso, por
medio de simbolos de cuantificacion o cuantificadores.

Se ainaden a la logica proposicional los componentes de los predicados y todo lo que
deriva de ello: variables, constantes, funciones, cuantificadores.



Alfabeto de la l6gica de primer orden

O Alfabeto de LPO:

- El alfabeto de un lenguaje de primer orden consta de los siguientes simbolos:

o las conectivas de la ldgica proposicional =, —, A, V, «.

o los simbolos de puntuacion ('y ). No son necesarios si se utiliza notacion prefija.

o los simbolos de cuantificacion V' (universal) y F (existencial).

o un conjunto infinito numerable, V={X, ¥, Z V, . .. , Xy Yy Zy Vy v v vy Xpy Viow Zry Vi + = o}, dE
simbolos de variables.

un conjunto numerable (posiblemente vacio), C, de simbolos de constante: a, b, ¢...

o un conjunto numerable (posiblemente vacio), F, de simbolos de funcion y una funcidén r;, que
asigna a cada simbolo de funcién un elemento de A llamado su aridad (que representa el niumero
de argumentos).

o f(_)agl(.,_).-.(aridad = n.deargs: /1, g/2)

0 un conjunto numerable y no vacio, P, de simbolos de predicado y una funcién r, que asigna a
cada simbolo de predicado un elemento de A llamado su aridad (que representa el niUmero de
argumentos).

o Las proposiciones son predicados sin argumentos.

o

« La eleccion de los conjuntos C F y P proporciona un lenguaje especifico de primer orden y viene
determinada por la aplicacién que se pretende.

*  Supondremos que los conjuntos I/ G F y Pson disjuntos dos a dos.

« Partiendo de un alfabeto el conjunto de expresiones de un LPO esta formado por cualquier
concatenacion (finita) de simbolos de su alfabeto.
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Sintaxis. Términos

O Sintaxis

« Términos. Son expresiones. Se denominan términos a:

o Constantes. Una constante es un término. Representan un objeto concreto, siempre el

mismo.
Ej: Juan, Mi_casa, a, b, 0, 1

o Variables. Una variable es un término. Representan objetos sin identificar. Referencia a
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un objeto concreto, segun el contexto.
Ej: x, y, padre, hijo

Funciones. Representan (implicitamente) un objeto concreto que esta relacionado con
n objetos que participan en la funcién. Referencia a un objeto concreto, de forma
indirecta. Cada simbolo de funcidn tiene asociado un entero (>1) denominado grado o
aridad, que indica cuantos argumentos tomara el simbolo de funcion.
o sit, .., t sontérminosy fes un simbolo de funcidon con aridad n > 1, entonces 7
(t, ..., t,)es un término
Ej: hijo_de(Juan, Ana), coseno(45)
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Sintaxis. Formulas bien Formadas

d Formulas

« Los predicados representan una propiedad de un término o relaciones entre varios
términos, y se aplican sobre los términos para formar las formulas atomicas.

« Las formulas atomicas son expresiones de la forma P(t,, t, ... ,t,), siendo P un simbolo
de predicado de grado ny t, t, ... £, t€érminos.

« Las formulas atomicas expresan relaciones entre los objetos que denotan sus términos o

propiedades de términos:
o JEFE(Pedro, Luis) Pedro es el jefe de Luis
o RESPETA(Luis, madre(Luis)) Luis respeta a su madre

- Las formulas bien formadas (FBF’s) se definen inductivamente por:

1. Una formula Atémica es una FBF.

2. Si aes una FBF, =a es una FBF.

3.Siay Bson FBFsaApB avp a— B, a <~ Bson FBFs.

4. Si a es una FBF, ¥xay 3xa son FBF

5. El conjunto de FBF's es el cierre transitivo del conjunto de formulas atomicas con las leyes 1), 2),

3)y4)

O O0OO0O0O0
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Sintaxis. Literales y Precedencia

d Literales y Precedencia

« Literal. Un literal es un atomo o la negacion de un atomo.

Ej: p =p, Q(a, (1)), =Q(a, (1)), Cat(g(x, y)), =Cat(g(x, y))

- Precedencia. Se usan las reglas de la légica proposicional, pero hay que ocuparse de los
cuantificadores.

o Igual que la negacion, los cuantificadores tiene mayor precedencia que las
otras conectivas

= IXFAGeslomismoque (IXF)A G
= significa que la segunda x en IxP(x) 1 Q(x) no esta cuantificada como la

primera
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Sintaxis. Cuantificadores y Alcance

d Cuantificadores y alcance.

o Sea la FBF Qxag, con Quno de o 3. Se denominan:
= cuantificador (sobre x): QOx
= alcance del cuantificador: a

o Cuantificador universal (“para todo”): v
bx A es verdad para cualquier valor de x que aparezca en A

o Cuantificador existencial (“existe”): 3
Fx A existe al menos un objeto del dominio para el cual A es cierto

o Las apariciones de variables que estan bajo el alcance de un cuantificador se dice que estan
ligadas, sino, se dice que estan libres.

«  Ejemplos de alcance del cuantificador.

VX(EX — Vy(@ X

VX(P()Q\_» m??(x Vv
P m%f

k] -
~ e -
i
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Sintaxis

« Ejemplo 1 de creacién LPO.

Juan y Pedro son amigos, aunque solo Juan esta casado.

o La oracion incluye dos individuos concretos, por lo que son necesarias dos constantes: g, b
para representarlos en el lenguaje formal.

o La oracidn afirma una relacion de amistad entre ambos: por tanto es necesario un predicado
con dos argumentos : A(x,y).

o La oracién afirma una propiedad de Juan: estar casado: C{x)

Por tanto, el lenguaje formal necesario para formalizar la oracién tiene como alfabeto:
{a b Axy) C(x)}

Y la férmula de ese lenguaje que recoge lo dicho en la oracidn es:
A(a,b) A C(a) A =C(b)
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Sintaxis

« Ejemplo 2 de creacién LPO.

Eva y Maria son amigas aunque sus maridos sean enemigos desde que el
marido de Eva despidiese al de Maria.

o La oracion habla de cuatro individuos. Dos de ellos son identificados por sus nombres
propios Y los otros dos se identifican en funcion de los anteriores. Por tanto, son necesarias
dos constantes: a, by una funcion () para representar "ser el marido de”.

o La oracidon menciona una relacion de amistad entre individuos: es necesario un predicado
con dos argumentos : A(x,y)

o La oracién menciona una relacién en la que un individuo x despide a otro y: D(x,y)

Por tanto, el lenguaje formal necesario para formalizar la oracién tiene como alfabeto:
{ a b, f(x), A(x,y), D(x,y) }

Y la férmula de ese lenguaje que recoge lo dicho en la oracién es:

A(a,b) n =A(f(a), f(b)) A D(f(a), (b))

1
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Sintaxis

O Esquemas de formalizacion

Eiemplo 1: Universo de discurso: personajes de la novela de Chrétien de Troyes

a := Arturo A(x,y) ;= xes amigo de y
i ;= Ginebra Qxy):=xamaay
e := Lanzarote O(x,y) := xodiar a y

Lanzarote ama a la reina Ginebra, pero ella no ama a todos los que la aman.

Qe Q) A =vx (Q(x1) — Qlix)
Lanzarote no ama a ninguno de sus amigos.
rx (A(x,e) — =Q(ex))
Los amigos de Lanzarote odian a aquellos a quienes Arturo ama.
vx (A(x,e) — vy (Q(a,y) — O(xy)))

Ejemplo 2:
Todos los hombres son mortales
vx(H(x) — M(x))
Los hombres son mamiferos bipedos
vx(H(x) — (M(x) 1 B(x)))
Todos los satélites de Jupiter son rocosos
vx(S(x,a) — R(x))
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...en relacion a los universos de discurso (divulgacion)

Q¢éPodemos decir que las siguientes sentencias son
verdaderas o falsas?

a Site muerde un zombi te conviertes en zombi
a Harry Potter es un mago
0 El rey de Francia es calvo

Nonexistent Objects & Imaginary Worlds
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Sintaxis

O Ejercicios

Ejercicio 1: Seleccionar las constantes, funciones y predicados necesarios para definir un LPO en el
que formalizar las siguientes oraciones:

1. Mi casa es roja R(x) X €s roja
a Mi casa
B(x) X €s brasilero
R(a) M(x) X es mexicano
) . a Luisa
2. Luisa y Maria son brasilenas pero Vicente es mejicano  p Maria
c Vicente
Axy) x adora a y B(a) n B(b) A M(c)
a Jorge
3. Jorge adora a Juan b Juan
A(ab) Axy) xamaay
4. Juan ama a Rosa pero ella no le corresponde d Juarn

b Rosa

A(3,b) A = A(b,a)

1
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Sintaxis

O Ejercicios

Ejercicio 1: Seleccionar las constantes, funciones y predicados necesarios para definir un LPO en el

que formalizar las siguientes oraciones: S(x,y) X sujeta a y

5. Pedro sujetd a Juan y Maria le atizd ADGY) x aliza ay

a Pedro
b Juan
C Maria
S(ab) 2 A(cb)  pi ) X peina a y
a Nieves
6. Nieves se peina a si misma y también peina a Juan b Juan

P(a,a) A P(ab)

D(x,y) X descubre y

L(x) x merecer lugar en la historia
a Colon

b América

D(ab) — L(a)

Ax, y) x asesina a y

7. Si Coldn descubrio América, merece un lugar en la Historia

8. El asesino de mi padre es Juan o Pedro, pero no Alberto Juan a Mipadre d
Pedro b
Alberto C

(A(ad) v A(b,d) )» -A(cd)

1
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Sintaxis

O Ejercicios

Ejercicio 2: Seleccionar las constantes, funciones y predicados necesarios para definir un LPO en el
que formalizar las siguientes oraciones:
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1.

2.

Hay al menos un nimero primo IxXP(x)

Algunas cantantes de dpera no estan gordas Ix (C(x) N =G(x))
Cualquier crimen sera castigado vx (C(x) — P(x))

No todos los crimenes merecen la pena capital ;,'X?gf)()/(‘) :P;())f)g)
Hay profesores que no saben explicar ax (P(x) A =£E(x))

Sélo los suecos entienden a Bergman vx (E(x,a) — S(x))

Hay genios, pero no todos los informaticos lo son Ix G(x) A =vx (I(x) — G(x))
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« Variables. Dada una fbf (@x)A, decimos que x es la variable del cuantificador y que A4 es
el rango o alcance del cuantificador (o de la variable cuantificada). Es decir, el rango de un

Sintaxis. Variables Libres y Ligadas

cuantificador es la fbf a la que se aplica.

- Variables libres y ligadas. En una formula de un LPO:

o Una variable se encuentra ligada en una formula cuando esta bajo el alcance de

un cuantificador (Vxo Ix).
o Una variable se encuentra libre en una féormula cuando no se encuentra ligada.
o Un mismo simbolo de variable puede estar libre y ligado en una misma férmula.

Ejemplos:
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En 3xp(x)la ocurrencia de la variable x esta ligada.

En 3xp(x, y)la ocurrencia de la variable x esta ligada mientras que la ocurrencia de la
variable y esta libre.

En p(x,y) la ocurrencia de la variable x esta libre y la ocurrencia de la variable y esta
libre.

En vxp(x,y)"g(x) la primera ocurrencia de la variable x esta ligada mientras que la
segunda ocurrencia de la variable x esta libre. La (Unica) ocurrencia de la variable y esta
libre.



Sintaxis. Formulas Abiertas y Cerradas

- Formulas abiertas y cerradas:

o Una formula es abierta cuando contiene al menos una variable libre.
o Una formula es cerrada si todas sus variables estan ligadas.

Ejemplos:
“ vx vy (P(x) — R(X, y)) FORMULA CERRADA
» bx P(x) — vx R(X, y) FORMULA NO CERRADA (la variable y es libre)

o El cierre de una formula es una formula cerrada.

 La clausura o cierre universal de una férmula A(x,, x;, ..., x,) es la sentencia
VX, VX5 ... YXx, A(X, X5 ..., X,)

« La clausura o cierre existencial de una formula A(x,, x,, ..., X,) es la sentencia
Ky X e IX, AKXy Xy ey X)

. Ejemplo:

Clerre (p(x) v 3yq(x, z, y)) = vxvz(p(x) v 3yq(x, z, y))

22
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O Ejercicios

Ejercicio 3: Sefalar las variables libres y ligadas en las siguientes formulas:
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1.

N

®

(PO, AYY — IyQX,Y))

IXP(x) > vyQRYf(y))
IxAY(P(x,y) v QX)) A R(ay)
Ix3Iy((P(x,y) v Q(x,¥)) A R(X,Y))
vx(x£y 1> 37P(x,2))
3XVYP(X,f(x,y)) - FyEY)
RN OIEE

VX(Xx+0=x)

Sintaxis
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Sintaxis. Sustituciones

O Sustituciones
«  Trataremos las férmulas como secuencias de simbolos.
«  Se utilizan las sustituciones para:
o definir la semantica del lenguaje (v, 3)
o en la ldgica computacional (instancias, unificacidn, resolucion).

Sustitucion de variables. Es una operacion sintactica sobre formulas y términos que se aplica
solamente sobre variables libres. Asocia variables con términos.

o A(x)inicia la aparicidon de al menos una ocurrencia libre de xen A.

o Dada una formula 4, la expresion A{x/t} denota la formula obtenida al sustituir todas las
ocurrencias libres de la variable x en A4 por el término ¢ (por el que es sustituible).

Ejemplos:
Si A denota a la formula P(x), entonces A{x/b} denota a la formula A(b).

Si Adenota a Px,f(y)) — FyQ(x,y), entonces A{x/a}: P(a,f(y)) — FyQ(a,y).

Si A(y): X((P(x,y) VQ(X,Y)) A R(X,y), entonces A{y/f(z)}: ax((P(x, f(z)) v Q(X, f(z))) A R(x,f(z))

24
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Sintaxis. Sustituciones

0 Sustituciones

« En general, una funcion f se puede escribir como un conjunto de “pares”.

« Ejemplo: f(x) = 2x

(1, 2),(2,4), (3, 6), (4, 8), ..}
{1/2, 2/4, 3/6, 4/8, ...}

« Terminologia:
o ligadura: un par x/¢
o Dominio(a) ={ x/3t(x/tea)}

o (variables que aparecen en el primer elemento de los pares de una
sustitucion)

o Rango (a) ={ y/Ft(Ex(x/t € a) A yapareceen {) }

o (variables que aparecen en el segundo elemento de los pares de una
sustitucion)

o A= {} (sustitucion vacia, no hace nada)
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Sintaxis

L Sustituciones

Ejemplos:

o a, ={x/f(a), y/x, z/h(b, y), w/a }
Dominio (a;) = {X, Y, z, w}

Rango (a;) = {X, y}

o a,={x/a,y/a, z/h(b, c), w/f (d) }
Dominio (a,) = {X, Yy, z, w}

Rango (a,) = {}

o az={Xx/y,z/w}
Dominio (a;) = {Xx, z}

Rango (a;) = {y, w}
o A={}

Dominio (A) = {}
Rango (A) = {}
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Sintaxis. Sustituciones

Od Composicion de sustituciones

Dadas a = {x/t, ., x/t} y B = {v/s, ., V-/s»} la composicion af de estas

sustituciones se define como el conjunto

{ '\G/(bﬁ)/ ey '\'"/(t;'ﬁ 7 y1/$1/ y y'"/s'"}

del que se eliminan los elementos tales que
x = tf;
V€ {X1/ "y X"}

o Ejemplos
a={x/3 yf(x 1)}, B={x/4}
aBd ={x/3 y/f(4 1)}
pa={x/4 y/f(x 1)}

o Propiedades: Para £,

(aB)y = a(By)

al = Aa =a
aB#La
(Fa)B = Aap)
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Sintaxis. Sustituciones

0 Sustituciones

« En general, si sustituyo una variable x por un término #en una férmula, la afirmacidon que hacia la
férmula sobre x, ahora la hace sobre ¢ pero no siempre ocurre esto.

Ejemplo: 7y x = 2*y dice “xes par”.

Sustituyendo x por y se cambia el significado:
Jyy=2% dice “existe un numero que es el doble de si mismo.”

Sustituyendo x por z + 1, se dice de z + 1 lo mismo que se decia de x:
Fyz+1=2% dice 'z + 1 es par” (0 sea, “zes impar”)

Sustituyendo x por x + 1, se dice de x + 1 lo mismo que se decia de x:
Iyx+1=2% dice “x + 1 es par” (o sea, “xes impar”)

« Una variable x es sustituible por un término t en una formula A si ninguna ocurrencia de
alguna variable z que aparece libre en el término £ queda ligada al hacer la sustitucion.

Ejemplos: A = (3z p(x,z) " q(y))
Si t = f(z), entonces x NO es sustituible por ten A.
Si t = f(y), entonces x ES sustituible por ten A.
Si t = f(x), entonces x ES sustituible por fen A.

2
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Sintaxis

O Sustituciones

* De otra manera:
Una sustitucion a NO se puede aplicar a una formula Fsi pasa lo siguiente:

o0 acontiene una ligadura x/ty tcontiene la variable z

o hay una ocurrencia de x en Fque se puede reemplazar por ¢segun las reglas
de la aplicacion libre, pero dicha ocurrencia esta dentro del ambito de un

cuantificador sobre z
Ejemplo:
Fzq(x, Z){x/f (z)} = Fzq(f (z), Z)
no se puede hacer

Similar a la visibilidad de las variables en un lenguaje de programacion:
for (int i =0; i < 100; i++) {... int i=4;...}
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Uso en la formalizacion de conocimiento

0 Resumiendo:
« Solo sustituiremos ocurrencias libres de las variables
« Las ocurrencias de variables que aporte cada término sustituyente deben resultar
libres en la formula final.

O Cierre extrano:
«  Ejemplo:
Clierres(Yxp(x) A q(x, ¥)) = 3x3y(vxp(x) A q(x, )

IZ= hay dos cuantificadores sobre x cuyo ambito se solapa

Es algo que se tiene que evitar (p. ej. renombrando).

Q Situacion imposible:
« Ejemplo:

3zq(x, Z){x/f (2)} = 3zq(f (2), 2) 3zq(x, Z){X/F (2)}
Hay confusion entre variables que conceptualmente son distintas pero tienen el

mismo nombre.
La mejor solucidn es renombrar las ocurrencias ligadas de variables.
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Sintaxis

d Ejemplos

Realizar las siguientes sustituciones:

Lo (3X(P(xf(Y)) = 3yQ(x,y)) Ky/9(2)}
Ix(P(x,f(9(2))) = 3yQ(x,¥))

2. (Vxvy(P(x,y) = Q(x,y)) Xy/a}

VxVY(P(x,y) — Q(X, Y)
3. (x(vYyP(x,y) = Q(x,y)) Xy/a}

VX(VYP(x,y) — Q(x,a))
4. (3Ix(Vy(P(x,y) v Q(x,¥)) A R(x,y) Xy/b}

Ix(vy(P(x,y) v Q(x,y)) A R(x,b)

1
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Sintaxis

O Ejercicios

Ejercicio 4: Realizar las siguientes sustituciones:
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©® N O U0 bk~ W=

( Ix(vy(P(x,y) v Q(x,¥))) A R(x,y) ){x/b}

( Ixvy(P(x,y) v Q(x,y)) A R(x,y) Xx/a, y/b}
( vx(P(x,y) = Q(x,¥)) Ky/f(x,a)}

(VyP(x,y) = vxQ(x,y) Xy/f(x,a)}
(x=y+z->x<y+z){x/1,vy/2}
(X=y+z->x<y+z){x/s(x)}
(x=y+z->x<y+z){x/s(y)}
(vx(x+0=x) {x/1}
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Uso en la formalizacion de conocimiento

Q Ejemplos de formalizacion de argumentos:
- Ejemplo 1:

La Tierra orbita en torno al Sol. La Luna orbita en torno a la Tierra. Todo cuerpo que
orbita en torno al Sol es un planeta. Son satélites los cuerpos que orbita en torno a
planetas. Luego la Tierra es un planeta y la Luna un satélite.

a: la Tierra

b: el Sol

c: la luna

O(X,y): x orbita en torno a 'y
P(x): x es un planeta

S(x): x es un satélite

O(a,b)

O(ca)

vx(O(x,0) —P(x))
vxvy(O(x,y) A P(y) —S(x)
= P(a) A 5(c)
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La paradoja de Russell (divulgacion)

Gottlob Frege, Bertrand Russell,
1848-1925 1872- 1970

YV afeita(z, barbero) <= -—afeita(z,x)

afeita(barbero, barbero) <= -afeita(barbero, barbero)
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Estructuras basicas

Qd Todos los hombres son mortales
0 VX(H(x) > M(x)) o —3Ix(H(x) A = M(x))
d No todo hombre es mortal
0 — VX(H(X) > M(x)) o ax(H(x) A = M(x))
QA Al menos un hombre es mortal, hay hombres mortales
o Ix(H(x) A M(x))
A Ningun hombre es mortal
0 — IX(H(x) A M(x)) o YX(H(x) > — M(X))
[ Solo los hombres son mortales
o VX(M(x) - H(x)) o —3ax(M(x) A — H(x))

A (Tipicamente, V¥ se usa con implicacion y 4 con conjuncion).
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Uso en la formalizacion de conocimiento

d Ejemplo 2. Definir LPOs en los que formalizar los siguientes
argumentos:

Aquel gue no existe no puede enganarse. Yo me engano. Luego yo existo.

{ vx(=E(x) —=P(x)), P(a) } + E(a)

Solamente las personas bien educadas estan suscritas al Times. Ningun puercoespin sabe
leer. Las personas bien educadas saben leer. Luego ningun puercoespin estd suscrito al
Times.

{ vx(T(x) — B(x)), vx(P(x) —=L(x)), vx(B(x)— L(x)) } v+ vx(P(x) —=T(x))
{ vx(T(x) — B(x)), =3ax(P(x) A L(x)), vx(B(x) — L(x)) } v =3x(P(x) A T(x))

Todos los filosofos se han preguntado quée es la Filosofia. Todos los gue se han preguntado
qué es la Filosofia han dado en la locura. Nietzsche es un filosofo. El Padre Ceballos no
acabo loco. Luego Nietzsche y el Padre Ceballos no son la misma persona.

{ Vx(F(x) — P(x)), Yx(P(x) — L(x)), F(a), =L(b) }\+ =(a =b)
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1.

2.

Formalizacion de argumentos

Definir LPOs en los que formalizar los siguientes argumentos:

Todos los libros de texto son tediosos
Algunos libros de texto estan llenos de ejercicios

. Algunos libros llenos de ejercicios son tediosos

Todos los politicos tienen algo que ocultar
Algunos politicos salen en television

. Hay quienes tienen algo que ocultar y salen en television

Todos los chimpancés son primates
Sara es un chimpancé

- Sara es un primate

Algunos primates no son chimpances
Algunos chimpancés saben hablar

. Algunos primates no saben hablar

Ningdn individuo que no sea chimpancé es un primate
Ninguno que no sea primate es inteligente
Sara no es un chimpance

.~ Sara no es inteligente
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VX(Tx — Dx)

IX(Tx A EX
IX(Ex A Dx

VX(Px — Ox)
HxéPx A TX)
Ax(Ox A TX)

vX(Cx — Px)
Ca
Pa

AX(Cx A Hx)

ngPx A —CX)
IxX(Px A —HXx)

VX(—-Cx — —Px)

...0 — IX(— Cx A Px)
VX(=Px — —Ix)

...0 —3IX(— Px A Ix)
—Ca

—la
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Formalizacion de argumentos |

Definir LPOs en los que formalizar los siguientes argumentos:

1

2.

3.

Hay individuos inteligentes o que saben hablar. Juan no sabe hablar. Luego
Juan no es inteligente.

Todo elemento quimico es oxidante o reductor. £l carbono es un elemento
quimico no oxidante. Luego el carbono es reductor.

No todos los seres humanos saben hablar o son inteligentes. Sara es un ser
humano pero no sabe hablar. En consecuencia, Sara es inteligente.

Todos los chimpances saben hablar. Algunos primates no saben hablar. Algunos
pr/['/?nat%S g;)n humanos. Por tanto, algunos seres humanos son chimpances y
saben hablar.

Todos los chimpances son primates. Algunos seres humanos son inteligentes.
Algunos primates son seres humanos. Juan es un chimpance y Sara es un ser
humano que sabe hablar. Asi pues, Juan es un primate y Sara es inteligente.

Todos los rinocerontes tienen un cuerno. Todos y solo los rinocerontes son

dignos de ser cazados. Luego todos los animales dignos de ser cazados tienen
un cuerno.

Toaas las selvas tropicales tienen color verde. Nada que tenga color verde esta
seco. Por tanto, ninguna selva tropical esta seca.
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Formalizacion de argumentos Il (soluciones)

& Hay individuos inteligentes o gue saben hablar. Juan no sabe hablar. Luego Juan no es inteligente.
{ Ix(I(x) v S(x)), —=S(a) } + -I(a)

& Todo elemento guimico es oxidante o reductor. El carbono es un elemento guimico no oxidante. Luego el
carbono es reductor.

{ VX(E(x) — (O(x) v R(x)), E(c) A —=O(c) } + R(c)

& No todos los seres humanos saben hablar o son inteligentes. Sara es un ser humano pero no sabe hablar. En
consecuencia, Sara es inteligente.

{—=Vx(H(x) - S(x) v I(x)), H(a) A =S(a) } = I(a)

& Todos los chimpancés saben hablar. Algunos primates no saben hablar. Algunos primates son humanos. Por
tanto, algunos seres humanos son chimpances y saben hablar.

{ VX(C(x) - S(x)), Ix(P(x) A =S(x)), IX(P(x) A H(x)) } |- Ix(H(x) A C(Xx) A S(X))
& Todos los chimpancés son primates. Algunos seres humanos son inteligentes. Algunos primates son seres

humanos. Juan es un chimpancé y Sara es un ser humano que sabe hablar. Asi pues, Juan es un primate y
Sara es inteligente.

{ Vx(C(x) — P(x)), Ix(H(x) A I(x)), Ix(P(x) A H(x)), C(a) A H(b) A S(b) } |- P(a) A I(b)

& Todos los rinocerontes tienen un cuerno. Todos y solo los rinocerontes son dignos de ser cazados. Luego
todos los animales dignos de ser cazados tienen un cuerno.

{ ¥x(R(x) — T(x)), VX(R(x) <> D(x)) } |- Vx(D(x) — T(x))

& Todas las selvas tropicales tienen color verde. Nada que tenga color verde esta seco. Por tanto, ninguna
selva tropical esta seca.

{ vx(T(x) - V(x)), Vx(V(x) - —=S(x)) } |- Vx(T(x) - =S(x))
o
{ vx(T(x) —> V(x)), =3x(V(x) A S(x)) } |- —-3x(T(x) A S(x))
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Introduccion a la semantica formal

Q éQué es la semantica?

Q Estudia el significado de los simbolos, por lo que se introduce el
concepto de interpretacion (conjunto de reglas precisas que

permiten asignar objetos de un dominio a ciertas expresiones de un
lenguaje formal).

O Asigna un significado a las construcciones sintacticas. Junto
con la sintactica ayuda a definir un sistema formal.
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Introduccion a la semantica formal

Q En general, dar significado a las formulas (interpretar) de un lenguaje
formal consiste en definir una funcion: FBF(L) ={ V| F}

O Le asigna el “valor de verdad” a las f.b.f. (decir si son verdaderas o
falsas).

3 Composicionalidad: el significado de una expresion compleja depende de
los significados de sus expresiones componentes.

A Calculo de la funcion FBF(L):
O Asignacion de valor de verdad a todas las férmulas atomicas de L:
Q Funcion de valoracién (v): FA(L) ={ V| F
QE.vip)=V,vqg)=F
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Introduccion a la semantica formal

O Asignacion de valor de verdad a todas las férmulas moleculares de L:
O Cada conectiva esta completamente definida por su funcidon de verdad:

Q fn(F) = Vi (V) = F

Q )=V, v, (YF) =, (FV) = t,(FF) =F
a v (FF) =F WVF) =W(FV) =W V)=V
a v (YF)=F v (V)= (FV) = (FF) =V
a v (VF)=~_(FV)=F . (V) =HW_(FF) =V
O El valor de verdad de una férmula molecular es funcidn de su conectiva
principal.
Q Ampliacién de la funciéon de valoracion (v) a férmulas moleculares: FM(L)
=>{l F}
Q v(-A) = fv=(v(A))
Q v(AnB) = fv,((A),V(B))
Q v(AvB) = fv (v(A), v(B))
Q v(A-B) = fv_ (v(A) v(B))
Q v(A-B) = v (v(A) V(B))
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Interpretaciones

0 Objetivo de la semantica formal.
« Dado un LPO, definir de modo preciso el significado de sus formulas.

O Conceptos semanticos usados en semantica formal.

Dominio de interpretacion D
o Dominio: conjunto no vacio de objetos
o Relaciones n-arias: subconjuntos de Dominio n
o Funciones n-arias: n-tuplas de objetos del dominio — objetos del dominio

Funcion de interpretacion /() :
o Férmulas »{V, F}
o Términos — objetos del dominio
o Predicados y funciones ~ relaciones y funciones sobre objetos del dominio

Interpretacion I: <D, i()>
o Un dominio no vacio de individuos, D
o Una funcion i() de individuos de D, funciones y relaciones sobre D a todas
las constantes, funciones y predicados del LPO.

Modelo: tipo particular de interpretacion en la que:
o Las premisas de una teoria T son verdaderas: T - {V}
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Interpretaciones

O Dominios de interpretacion:
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d Idea de partida: las expresiones de un lenguaje significan cuando
refieren a algo distinto de ellas mismas, cuando Aablan de algo: un
dominio, un universo de discurso.

Q Por tanto, el punto de partida para dar significado a las formulas de un
LPO es la eleccion de un dominio de interpretacion:

O Dominio = Conjunto no vacio de individuos

O Ejemplos:
A D = {Sol, Tierra, Luna}
QD=N

QD={¢, 0,4}
A Cualquier conjunto bien definido de objetos es aceptable como
dominio de interpretacion.



Interpretaciones

O Funcion de Interpretacion para un lenguaje L:
o Una vez escogido un dominio D, definimos sobre él una funcion de interpretacion
/() que asigna significado al vocabulario de un LPO:

o Toda constante acl. j(a) = d eD

= Todo elemento de D tiene un nombre (distinto) en L : para todo d €D
existe una constante g€l tal que /(a) = d.

= Si L no posee de partida suficientes constantes, se amplia para
cumplir este requisito: L(D) es idéntico a L excepto por la
incorporacion de tantas constantes como sea necesario para nombrar
a todos los individuos de D.

o Toda funcion féeL: i(fa) = o
= fp: <di,...,dr> =d (aplicacion de D7 en D)

= Un simbolo de funcién significa una aplicacion de elementos de D en
D.

o Todo predicado n-ario P € L: j(P) = Py
» Py <d,..,d> = {V F}(aplicacion de D" en {V, F})
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Interpretaciones

Interpretaciones:

o Definimos una interpretacion Zcomo un par <D, i()>:
= Un conjunto no vacio de individuos, D
= Una funcidn #() que asocia individuos de D, funciones y relaciones sobre D
con constantes, funciones y predicados de L, respectivamente.

o Asignar significado a las férmulas de £ implica:
1. Asignar significado a las formulas atodmicas

2. Asignar significado al resto de férmulas mediante induccidn

10
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Interpretaciones

1.- Interpretacion de formulas atomicas basicas:

o Asignacion de valor de verdad a las formulas atdmicas basicas de /:

Po(ts,...,tn) es una formula atomica basica sii .., no contienen
variables.

i(Pa(ty,...,tn))= V/F sii  Pno(i(t1),...,i(tn)) = V/F

o Cada interpretacion concreta asignara un y solo un valor de verdad a
cada formula atdmica basica de L. Dos interpretaciones con igual
dominio e idénticas asignaciones al vocabulario, pueden diferir en el
valor de verdad que asignan a sus formulas atémicas basicas.

o En el caso del predicado =, su semantica es fija, sin variacidon entre
interpretaciones:

i(ti=tz) = V/F sii j(t:)es idéntico a / no es idéntico a /(%)

11



Interpretaciones

« 2.- Interpretacion de formulas moleculares:

o Asignacion de valor de verdad a las formulas moleculares:

i(—A) = Vsiii(A) = F i(—A) = Fsiii(A) =V

i(ANB) = Vsiii(A) =V y iB)=V, i(AAB) = Fsiii(A) = F o i(B) = F
i(AVvB) =Vsiii(A) =V o iB)=V;i(AvVvB) = Fsiii(A) =Fy i(B) = F
i(A—B)=VsiiilA)=F o iB)=V i(A—B)=FsiiA) =V yiB)=F
i(A —-B) = Vsiii(A) = i(B), i(A —B) = Fsii i(A) # i(B),

i(AxA) = V sii i(A{x/a}) = Vpara al menos una sustitucién x/a, a €L(D)
i(3xA) = F sii i(A{x/a}) = Fpara toda sustitucion x/a, a constante de L(D)
i(vxA) = V sii i(A{x/a}) = Vpara toda sustitucion x/a, a constante de L(D)
i(vxA) = F sii i(A{x/a}) = Fpara al menos una sustitucion x/a, a €L(D)

o Notese que estas definiciones son comunes a toda funcion de

interpretacion /(). Dos funciones de interpretacion solo pueden diferir en
la constante elegida para sustituir a la variable en 6 y 9.

R NS Hh ANWNN

©
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Interpretaciones

Ejemplo: Vx(M(a, x) A P(x)) — —3yQ(y)

O

Construimos una interpretacidon sobre el dominio de los nimeros naturales: D =
{0,1,2,3 4 ..}

El lenguaje de la férmula solo tiene un simbolo de constante (a), por lo que
ampliamos el conjunto de constantes y definimos L(D):
Ctes. = {a, a;, a,, a5, a4, ...}
La funcidn de interpretacion 7 podria ser:
= fa)=0 fa) =1 ia)=2 i(a;) =3 ..
= Py(x) xes par; Q@p(x): x es impar; My, y) x <y

i(Vx(M(a, x) A P(X))) = F
porque i((M(a, X) A P(x)) {x/a}) = i(M(a, a) A P(a)) =
MD(i(a)I I(a)) A PD(|(a)) = MD(O, O) A PD(O) =F

i(—-3yQ(y)) = F
porque i(3yQ(y)) =V
ya que i(Q(yXYy/a.}) = i(Q(ay)) = Qp(i(ay)) = Qp(1) =V

por tanto i(Vx(M(a, x) A P(x)) —» —3yQ(y)) =V

13



Interpretaciones

Ejemplo: Vx(M(a, x) A P(x)) — —3yQ(y)
o Construimos una interpretacion sobre el siguiente dominio: D = {e, &, &}

o El lenguaje de la férmula solo tiene un simbolo de constante (a), por lo que
ampliamos el conjunto de constantes y definimos L(D): Ctes. = {a, b, ¢}

o La funcion de interpretacion i podria ser:

+ i(a)= ®,i(b)= W, i(c)= & Pl [Qol Moro|m|e
S PR P
miv| [miF miF|F|V
oiv| |ejv]| |[eiV|F|F

i(Vx(M(a, x) AP(X)) =V
porque i((M(a, x) A P(x)) {x/a}) = My(i(a), i(a)) A Px(i(a)) = My(®, ®) A P (®) =V
i((M(a, x) A P(x)) {x/b}) = My(i(a), i(b)) A Py(i(b)) = Mp(®, ) A P(m) =V
i((M(a, x) A P(x)) {x/c}) = My(i(a), i(c)) A Pp(i(c)) = Mp(®, ®) AP (®)=V
i(—3yQ(y) = F
porque i(3yQ(y)) = V
ya que i(Q(y)y/a}) = i(Q(a)) = Qu(i()) = Qx(®) = V

por Tanto i(Vx(M(a, x) A P(x)) - -3yQ(y)) = F
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Relacionandolo con la programacion

public static void main(String[] args) {
boolean[] p = {true,true,true};
boolean[] q = {true,false,true};
boolean[][]1 m = new boolean[][1{

! 1 . {true, true, true},

PD 1 QD 1 MD 1 o u 4 {false, false, true},

-t rE— ianit [t T I R N = {true, false, false}

® I ' e | V e V v ' };//todos los arrays tienen la misma longitude (|D])
1 1

m,;V n : F m; F F VvV boolean resultl=true;
I i I for (int i = 0; i < m.length; i++) {

X 2 i VvV ¢ : vV iV F F if(! (n[0][i]==true && p[i]==true) ) {
. . . resultl=false;

break; //ijmala préactica!

i(vx(M(a, x) A P(x))) =V ¥

boolean result2=false;
for (int i = 0; i < m.length; i++) {

i(—3yQ(y)) = F L Otnce

break; //imala préactica!
3

}

System.out.printin(resultl + " -> " + result2);

15
54 de 207



Interpretaciones

Ejemplo 1: Consideramos las siguientes afimaciones: La Tierra orbita en torno
al Sol. La Luna orbita en torno a la Tierra. Todo cuerpo que orbita en torno al
Sol es un planeta. Son satélites los cuerpos que orbita en torno a planetas.

o Dadas las férmulas: {O(a,b), O(c,a), P(a), S(c)}
o Podemos interpretarlas sobre el dominio D = {Sol, Tierra, Luna} y con una funcidn
de interpretacion que plasme el significado intuitivo de orbitar, planetay satélite.

* i(a) = Tierra; i(b) = Sol; i(c) = Luna
=  Pp(x): x es un planeta
Pp(Sol) = F; Py(Tierra) = V; Po(Luna) = F

= Sp(x): x es un satélite
Sp(Sol) = F; Sp(Tierra) = F; Sp(Luna) =V

=  Op(x,y): x orbita en torno a y
Op(Sol, Sol) = F;  Op(Sol, Tierra)= F; Op(Sol, Luna) = F
Op(Tierra, Sol) = V; Op(Tierra, Tierra) = F; Op(Tierra, Luna) = F
Op(Luna, Sol) = F; Op(Luna, Tierra) =V; Op(Luna, Luna) = F
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Interpretaciones

i(@) = Tierra; i(b) = Sol; i(c) = Luna

Ejemplo 1: A partir de la interpretacion anterior, podemos evaluar las formulas:

{ O(a,b), O(c,a), P(a) A S(c), Vx(O(x,b) - P(x)), Vxvy(O(x,y) A P(y) — S(x)) }

o i(O(a, b)) = Oy(i(a), i(b)) = Op(Tierra, Sol) =V
o i(O(c, a)) = Oy(i(c), i(a)) = Op(Luna, Tierra) =V

o i(P(@) AS(c)) =Vsiii(P(a)) =Vyi(S(c)) =V
i(P(a)) = Pp(i(a)) = Py(Tierra) =V
i(S(c)) = Sp(i(c)) = Sp(Luna) =V

o i(Vx(O(x, b) —» P(x))) = V porque
i((O(x, b) —» P(x)){x/a}) =i(O(a, b) » P(a)) = Vsii i(O(a, b))=F o bien i(P(a))=V
i(P(a)) = Py(Tierra) =V
i((O(x, b) - P(x))Xx/b}) = i(O(b, b) — P(b)) = V sii i(O(b, b))=F o bien (P(b))=V
i(O(b,b)) = Oy(Soal, Sol) = F
i((O(x, b) » P(x))Xx/c}) =i(O(c, b) —» P(c)) = Vsii i(O(c, b)) = F o bien i(P(c)) =V
i(O(c, b)) = Op(Luna, Sol) = F

17
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Interpretaciones

- Ejemplo 1: A partir de la interpretacion anterior, podemos evaluar las formulas:
o i(VxVy(O(x,y) A P(y) — S(x))) = V sii

= I((VY(O(x,y) A P(y) = S(x)){x/a}) = i(vy(O(a,y) A P(y) —> S(a))) = V sii

i((O(a,y) A P(y) = S(a)){y/a}) =i(0(a,a) A P(@) » S(a)) = Vsiii(O(a,a) A P(a)) =Foi(S(a)) =V
i((O(a,y) A P(y) = S(a)){y/b}) =i(0O(a,b) A P(b) — S(a)) = Vsiii(O(a,b) A P(b)) =Foi(S(a)) =V
i((O(a,y) A P(y) = S(a)){y/c}) =i(0(a,c) A P(c) —» S(a)) = Vsii i(O(a,c) A P(c)) =Foi(S(a)) =V

I((Vy(O(x,y) A P(y) = S(x)){x/b}) = i(vy(O(b,y) A P(y) - S(b))) = V sii
i((O(byy) A P(y) — S(b)Xy/a}) = i(O(b,a) A P(a) — S(b)) = Vsii i(O(b,a) A P(a)) = Foi(S(b)) =V

i((O(byy) A P(y) — S(b)Xy/b}) = i(O(b,b) A P(b) — S(b)) = V sii i(O(b,b) ~ P(b)) = Foi(S(b)) =V
i((O(b,y) A P(y) = S(b)){y/c}) = i(O(b,c) A P(c) - S(b)) = V sii i(O(b,c) A P(c)) = Foi(S(b)) =V

I((Vy(O(x,y) A P(y) = S(x))){x/c}) = i(Vy(O(c,y) ~ P(y) = S(c))) = V sii
i((O(c,y) A P(y) = S(c)){y/a}) = i(O(c,a) A P(a) — S(c)) = Vsii i(O(c,a) A P(a)) =Foi(S(c)) =V

i((O(c,y) A P(y) = S(c)){y/b}) =i(O(c,b) A P(b) — S(c)) = V sii i(O(c,b) A P(b)) = Foi(S(c)) =V
i((O(c,y) A P(y) = S(c){y/c}) =i(O(c,c) A P(c) — S(c)) = Vsii i(O(c,c) A P(c)) =Foi(S(c)) =V
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Interpretaciones

« FEjercicios:

1. Dadas las férmulas: {O(a,b), O(c,a), P(a), S(c)}, interpretarlas en el dominio {m, o, A}
asignando a los predicados O(_,_), P(L) y S(L) los significados “mas grande que”,
“cuadrado” y “redondo”, respectivamente.

2. Dadas las formulas: {N(a), s(a)=b, N(b)}, interpretarlas en el dominio de las letras del
alfabeto latino, siendo N(_) la propiedad de ser una vocal, =(_,_) la relacion de
identidad y s(_) la funcion sucesor en el orden lexicografico usual.

3. Dadas las formulas: {P(a,b), P(a,c), H(b,c), p(b)=d, p(c)=€, R(d,e), A(a,d), A(ae)}
interpretarias en el dominio {Juan Carlos, Elena, Felipe, Froildn, Leonor} asignando a
P(, ) H(, ) R(, ) A(,_)y P( ) los significados de "padre’] "hermano’] "primo’
"abuelo” y "primogénito’] respectivamente.

4. Dadas las férmulas: {C(a), C(a,b), P(b), C(c), C(c,d), P(d), M(a,c), M(b,d)},
interpretarlas en el dominio {Nueva York, Estados Unidos, Madrid, Espafa, Paris},
asignando a los predicados C(_), C(_,_), P(L) y M(_,_) los significados “ciudad”, “ser la

I/A\Y

capital de”, “pais” y “ser mayor que”, respectivamente.

5. Interpretar las formulas del ejercicio anterior en un dominio diferente, asignando a
predicados y constantes una interpretacion acorde con el dominio elegido.
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Interpretaciones

Satisfaccion de formulas cerradas

O

O

No tienen variables libres.
Una interpretacion I= <D, /j()> satisface una formula cerrada
(afirmacion) AeL  sii j(A) =V
= Una formula A€l es satisfacible sii existe al menos una interpretacion I
tal que /(A) =V
= Una férmula A€L es insatisfacible sii no existe ninguna interpretacion I
tal que /(A) =V

Extension a conjuntos de formulas {A4,,...,A.}, A€L :
= Una interpretacion I satisface {A,..,A} si i(A) = V para toda
A/E{AJ/ = /’4/7}
= {A,.., A} es satisfacible sii existe al menos una interpretacion I tal que
Ii(A) = Vpara toda Ac{A,,..., A}
= {A,.., A} es insatisfacible sii no existe ninguna interpretacion I tal que
I(A) = Vpara alguna A€e{A,,...,A.}

Una formula A es valida sii /j(A) = Vpara toda interpretacion <D, /i()>
o No depende del dominio
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Interpretaciones

Formulas abiertas:

o Son aquellas que tienen al menos una variable libre (no cuantificada)
o Ejemplos de formulas abiertas:

1.
2.
3.
4.

Alguien es el rey de Canada. R(x,a)

Algo es igual a dos. x = 2

Algo orbita en torno a Jupiter. O(x,b)

Si es humano sera también mortal H(x)—M(x)

o ¢Que significado tienen estas formulas abiertas?

1.

R(x,a) es falsa pues ninguna sustitucion de x por ninguna persona
produce una afirmacion verdadera: ninguna persona es rey de Canada.

x = 2 es una formula que puede ser verdadera si sustituimos x por el
numeral 2, mientras que sera falsa si elegimos cualquier otro numeral.

O(x,b) es una férmula que serd verdadera si sustituimos x por los
nombres de algunos cuerpos celestes y falsa si la sustituimos por otros.

H(x)—M(x) es una formula que es verdadera para cualquier individuo
que pongamos en lugar de x: no hay nadie que sea humano y no sea
mortal.
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Interpretaciones

Formulas abiertas:

o El significado (valor de verdad) de las formulas abiertas depende de:
= La interpretacion de sus simbolos (predicados y constantes)
= El valor que tome su variable libre.

o En algunos casos, para ciertas interpretaciones concretas, el significado
de las formulas abiertas depende solo de la interpretacion dada a los
simbolos

= Formulas abiertas verdaderas
1. x>y — x+1>y+1
2. Padre(x,y) — edad(x)>edad(y)
Mientras se mantenga la interpretacion pretendida (aritmética, padres e
hijos), estas férmulas son verdaderas para cualesquiera sustituciones de x
evy.

= Formulas abiertas falsas
1. x>1—-x>x°
2. Padre(x,y) — x=y
Mientras se mantenga la interpretacion pretendida (aritmética, padres e
hijos), estas formulas son falsas para cualesquiera sustituciones de x e y.
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Interpretaciones

Formulas abiertas: satisfacibilidad, verdad y validez

Sea A una formula abierta:

o A es satisfacible cuando puede ser verdadera:
= Hay una interpretacion I = <D, i()>y una sustitucion 8= {x1/c1,...,
Xn/cn} de todas sus variables libres por constantes de L(D) que la hacen
verdadera.
(existen I = <D, i()> y 0 tal que: i((A)0) = V)

o A es verdadera en una interpretacion cuando:
= Toda sustitucion de sus variables libres por constantes de L(D) la hacen
verdadera.
(se cumple que i((A)O) = V para toda 0)

o A es valida cuando es verdadera en toda interpretacion.
(se cumple que i((A)O) = V para toda I= <D,i()> y toda 0)
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Interpretaciones

O Formulas abiertas y cerradas

63 de 207

Q Dada una férmula abierta A(x1,...,xn), definimos:
d Cierre existencial de A(xi,...,Xn): 3X1,...,XnA
d Cierre universal de A(xi,...,Xn): VX1,...,XnA

Q Relaciones semanticas entre formulas abiertas y cerradas:

aQ A(xi,...,Xn) es satisfacible / insatisfacible  sii 3xi,...,xnA lo es.

Q A(xi,...,Xn) es verdadera en I/ valida  sii Vvxi,...,xnA lo €s.

QA Interpretacion de formulas abiertas y cerradas:

Q En ambas se emplea la operacion de sustitucion de variables por

constantes.
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Interpretaciones

d Modelos y Contra-Modelos
d Modelo: una interpretacion 7 es modelo de una formula A sii A es
verdadera en /
QO Esta definicidon se aplica igualmente a formulas abiertas y cerradas.
d Contra-modelo: una interpretacion 7es contra-modelo de una formula
A sii para alguna sustitucion 8 de todas sus variables libres j(4)8) = F
Q En el caso de que A sea férmula cerrada, 7 es contra-modelo sii j(4) = F
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d Ejercicio. Definir un modelo y un contra-modelo para cada una de las
siguientes formulas:

o000 o00

vx(P(x,a) —Q(f(x)))

Ix(P(x,a) —Q(f(x)))

AxP(x) AP(a)

vXxP(x) A—P(a)

VXElY(X = Y) (Recuerda: orden de cuantificador importa, = tiene semantica Unica, equivale a Igual(x,y))
Ayvx(x = y)

VYVZEX(X = y+Z) (Recuerda: + es una funcién s(x,y) con semantica ya definida)

AXVYVzZ(X = y+2)

IX(VyP(x,y) —Q(f(x))) V¥XP(x,X)

vx=(VYP(Xx,y) —Q(f(x))) AaIx=P(x,x)
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Ejercicio 10

O Encuentra modelo y contramodelo de FBF = Vx~(VyP(x,y) > Q(f(x))) AIx-P(x,x) = VxA A 3xB
O En una conjuncion es facil encontrar un contramodelo.

Q Contramodelo: considero dominio de un elemento 0, y defino P;(0,0)=V, lo que hace
i(3x=P(x,x))=F y con ello i(FBF;)=i(¥xA A 3xB)=F.
O Modelo: intento considerar Py(0,0)=F para que se cumpla i(3x-P(x,x))=V y busco i(VxA)=V
O como sdlo puedo sustituir x por un elemento i(VxA)=V sii i(A{x/a})=V=i(-(VyP(a,y) >Q(f(a)))=i(-A1)=V.
Q i(~-A1)=V sii i(A1)=F sii i(VyP(a,y))=V y i(Q(f(a))=F.
O Paraque i(Q(f(a))=F, puedo definir f; como la funcién identidad (f5 (0)=0) y Qp (0)=F.

a i(vyP(a,y))=V sii P (0,0)=V, pero habiamos dicho que P;(0,0)=F... asi que no se ha podido
encontrar modelo.

Q ...con este dominio y esta interpretacion.

O Ampliamos dominio a D={0,1} y seguimos buscando modelo de FBF1
O (podriamos haber empezado asi y ahorrar el trabajo anterior)
Q Parai(3x=P(x,x))=V, P5(0,0)=F o bien P,(1,1)=F (ver tablas) ‘
O Parai(VxA)=V, i(A{x/a})=V y ademas i(A{x/b})=V
o i(=(vyP(a)y) —Q(f(a)))=V sii i(vyP(a)y) —»Q(f(a))=F *
o i(=(vyP(by) ~Q(f(b)))=V sii i(vyP(b.y) —~Q(f(b))=F DON’T

Es facil hacer Q(f(a)) y Q(f(b)) falsos (f5 (0)=0y f, (1)=1, Qo (0)=F y Qo ()=F) PANIC
Es mas complicado ver si es posible hacer i(vyP(a,y)) y i(vyP(b,y)) verdadero: probar todas las
sustituciones.

Pero no es posible hacer modelo... (ver tablas)
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La web semantica (divulgacion)

O Supongamos la siguiente busqueda en google:
O personas que trabajan en un equipo de futbol de primera divisidn
0 ¢Qué busca google?

O ¢Quéinformacion aporta una web con (sélo) el texto:
0  “Ramos juega en el Real Madrid”?
0 ..ountweet: “Ana es miembro de la seguridad privada del Club Atlético de Madrid”

O Se podria formalizar con légica la siguiente informacion:
0O Ramos es una constante del predicado unitario Persona
0 Real Madrid es una constante del predicado unitario Equipo de futbol de primera divisidon
0 Jugar(x,y) y Equipo_futbol_de_primera(y) implica Trabajar(x,y)
O (jugar es una subpropiedad trabajar)

O Entonces la busqueda podria incluir Ramos en un listado
O ..y aumentar el listado al considerar varias webs (incluyendo a Ana por ejemplo)
0 ..y deducir nueva informacién...ies Ramos un deportista profesional?
O ..y permitir bisquedas mas complejas: “Deportista profesionales casados/as con presentadores/as de television”
0 ..y detectar inconsistencias en el conocimiento, argumentos incorrectos...i puede Ramos estar casado con dos mujeres?

FOL OWL DL
unary predicate | class concept
binary predicate | property role

Description logic | constant individual individual
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La web semantica (divulgacion)

Codigo RDFS Schema:

Jugador rdfs:subClassOf :Persona .

-ramos rdf:type :Jugador .

:ramos rdfs:label "Sergio Ramos'" .
:rmadrid rdf:type :EquipoDeFutbolPrimera .
:rmadrid rdfs:label ""Real Madrid C. F." .
- juega _en rdfs:subPropertyOf :trabaja en .
- juega_en rdfs:range :EquipoDeFutbolPrimera .
ramos :-juega en :-rmadrid .
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O Bloque II

Temas

Tema 7
Lenguajes de primer orden: sintaxis y
uso en la formalizacion de
argumentos

Tema 8
Semantica formal: Funciones de
verdad, tautologicidad, consecuencia
l6gica

Répréséntacion

2 2

Tema 9
Razonamiento semantico: definicion
de modelos y contra-modelos

Tema 10

Calculo de deduccion natural de
primer orden

Razona

iento

¥

Forma Normal de Skolem. Forma

Tema 11

clausular

Tema 12
Sustitucion y Unificacion
maximamente general

Tema 13

Calculo de resolucion con Unificacion

Computacion
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Validez y consecuencia logica

Validez ldgica

O Unaférmula A € L es vdlida (l6gicamente valida) sii es verdadera en toda
interpretacion: E A

0 Si es posible definir una interpretacion que hace falsa la formula = La féormula
no es valida

Consecuencia ldgica

O Dado un conjunto de formulas I' ={A,,...,A,} (A, € L) yuna formulaB € L, Bes
consecuencia logica de I' (I" E B) sii:

O Todo modelo de I" es también modelo de B (toda interpretacién que haga
verdad a I también hace verdad a B)

O No existe ninguna interpretacion que haga verdad aI' y que no haga verdad a
B
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Recuerda de tema anterior...

Asignacion de valor de verdad a las férmulas moleculares:

i(=A) = Vsiii(A) = F; i(=A) = Fsiii(A) =V

i(AAB) = Vsiii(A) =V y iB) =V i(A AB) = Fsiii(A) = F 0 i(B) = F
i(AVB) = Vsiii(A) =V 0 i(B) =V, i(A vB) = Fsiii(A) =F y i(B) = F
i(A —B) = Vsiii(A) =F 0 i(B) = V; i(A —B) = Fsiii(A) =V y i(B) = F

i(A —B) = Vsii i(A) = i(B); i(A —B) = Fsii i(A) # i(B);

R WN K

6. i(3xA) = V sii i(A{x/a}) = Vpara al menos una sustitucion x/a, a €L(D)
7. i(3xA) = F sii i(A{x/a}) = Fpara toda sustitucion x/a, a constante de L(D)
8. i(VxA) = V sii i(A{x/a}) = V para toda sustitucion x/a, a constante de L(D)
9. i(vxA) = F sii i(A{x/a}) = Fpara al menos una sustitucion x/a, a eL(D)
(En los ejercicios aparece 'y ademas” en todas las sustituciones para i(vxA) = Vy

i(3 xA) = F; y "o bien” en las sustituciones para i(3xA) = V y para i(VxA) = F)

4
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Ejemplo de
¢ E IxVyP(x,y) > VydxP(x,y) ?

D ={1, 2} i(a)=1, i(b)=2

i(IxVyP(x,y) > Vy3dxP(x,y)) = F sii
— 1(AxVyP(x,y)) = V sii
o {x/a} i(VyP(a,y)) =V sii
b}
o bien (PEA=V v iPEb)ZY
{x/b} i(VyP(b,y)) =V sii y/ay | ty b}
i(P(b,a))=V v i(P(b, b)) =

I‘jyﬂxP(x,y)) = F sii

{y/a} i(3xP(x,a)) = F sii (x/a} {x/b}

— 0 bien i(P(a,a))=F vy i(P(b,a))=F D
{y/b} i(3xP(x,b)) = F sii  {x/a)  {xb

_ i(P(a,b))=F vy i(P(b,b))=F D E—

La imposibilidad de hacer falsa esta formula no es exclusiva de esta interpretacion. Verificar el
antecedente es incompatible con hacer falso el consecuente = La férmula es valida
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Ejemplo de

¢ E VyadxP(x,y) > IxVyP(x,y) ?

D={1, 2} i(a)=1,i(b)=2

JE——

i(Vy3dxP(x,y) = IxVyP(x,y) ) = F sii

—i(Vy3axP(x,y)) = V sii
{y/ati(3xP(x,a)) = Vsii  {x/a} {x/b}
Y ademas i(P(a,a)) =V o bien i(P(b,a)) = V
{y/b}i(3xP(x,b)) = V sii {x/a} {x/b}

. i(P(a,b)) =V o bien i(P(b,b)) =V
,_i(EIxVyP(x,y)) = F sii

{x/a} i(VyP(a,y)) = Fsii { /a} {y/b}

Y ademas i(P(a,a)) = F o bien i(P(a,b)) =F

{x/b} i(VyP(b,y)) = F sii
i("&iﬁ;: F 0 bien i(Pﬂ%{lg))% =F

—_———

Si es posible definir una interpretacion que hace falsa la formula = La formula no es valida, el
contramodelo es: Py(1,1) =V, P;(1,2) =F P,(2,1) =F, P,(2,2) =V
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Correccidon de un argumento. Consecuencia
Logica. Ejemplo 1

O Sea el argumento: Hay individuos inteligentes o que saben hablar. Juan no sabe hablar. Luego Juan
no es inteligente.

Q Y suformalizacion: { Ix(I(x) v H(x)), —H(a) } & —=l(a)

Q Para determinar la correccion de este argumento por medios semdnticos, intentamos encontrar un
contramodelo, es decir una interpretacion que:

1. Verifique las premisas: i(3x(I(x) v H(x))) =V vyi(—H(a)) =V
2. Haga falsa la pretendida conclusion: i(—l(a)) = F
Q Elijamos para ello un dominio de interpretacioén, p .ej. D = {Juan, Pedro }

Q Y ampliemos el lenguaje en el que hemos formalizado el argumento con una segunda
constante: b

Q Lainterpretacion:
1. i(a) =Juan, i(b) = Pedro
2. Ip(Juan) =V, Iy(Pedro) =V, Hy(Juan) = F, Hy(Pedro) =V

d La interpretacion verifica las premisas y hace falsa la conclusion, luego el
argumento no es correcto.
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Correccidon de un argumento. Consecuencia
Logica. Ejemplo 1

Veamos en detalle la verificacidon de las premisas y falsificacion de la conclusion:

1. (Premisa) i(3Ix(I(x) v H(x))) =V sii
o _i((I(x) v H(x)){x/c} ) = V para alguna constante ‘c’ del lenguaje L.
O Sea ‘@’ esa constante: i(l(a) v H(a)) = V sii

a i(l(a)) =V
— o bien
a i(H(a)) =V

a i(l(a)) =V porque i(a) =Juany Iy(Juan) =V

—

2. (Premisa) i(—H(a)))=V siii(H(@) ) =F
O Esfalso porquei(a) =Juany Hy(Juan) =F

3. (Conclusidon) i(—=l(a))=F siii(l(a))=V
0 yloesporquei(a)=Juany !, (Juan)=V
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Correccidon de un argumento. Consecuencia
Logica. Ejemplo 2

O Sea el argumento: Todo elemento quimico es oxidante o reductor. El carbono es un elemento quimico no
oxidante. Luego el carbono es reductor.

Q Y su formalizacién: { Vx(E(x) = O(x) v R(x)), E(a) A —O(a) } & R(a)
O Para determinar la correccion de este argumento por medios semanticos, tratemos de encontrar un
contramodelo que:
1. Verifique las premisas: i(Vx(E(x) = O(x) v R(x))) =V yi(E(a) A =0(a)) =V
2. Haga falsa la pretendida conclusién: i(R(a)) = F
Q Elijamos para ello un dominio de interpretacién, p .ej. D = { carbono, oxigeno }
O Ampliemos el lenguaje de formalizacion del argumento con una nueva constante: b
O Lainterpretacion:

1. i(a) = carbono, i(b) = oxigeno
2. Ep(carbono) = Ey(oxigeno) =V, Op(carbono) = F, O,(oxigeno) =V, Ry(carbono) = Ry(oxigeno) = F
O No puede verificar las premisas y hacer falsa la conclusion:
1. i(Vx(E(x) = O(x) v R(x))) = Vsii
i(E(a) > O(a) v R(a)) = Vssii i(E(a))=F o i(O(a) v R(a))=V
i(E(b) = O(b) v R(b)) = V sii i(E(b))=F 0 i(O(b) v R(b))=V
2. i(E(a) A =0(a)) =V sii
i(E(a))=V y i(O(a))=F
3. i(R(a))=F
¢ Enrealidad, lo que impide crear el contramodelo no depende de I, luego el argumento es correcto. g
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Validez y Consecuencia Légica. Ejercicios

Demostrar por medios semanticos:
1. {Vx(P(x) = Q(x)), P(a)} = Q(a)
. {3x(P(x) = Q(x)), P(a)}  Qfa)
. {Vx(P(x) = R(x)), Ix(P(x) A —=Q(x))} E Ix(R(x) A =Q(x))
. E Vx(P(x) = Q(x)) <> Vx(—=Q(x) > —P(x))
. B Ix(P(x) A Q(x)) <> IxP(x) A IxQ(x)

N

w

S

Ul
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Validez de argumentos. Ejercicios

Determina por medios semanticos la validez de los siguientes argumentos:

1.

2.

0>1.1>2. Larelacion >’ es transitiva. Por tanto, 0 > 2.
Robin Hood es generoso. Todos los ladrones son generosos. Por tanto, Robin Hood es un ladron.

Siempre que Pedro discute con Maria, ésta se enfada con su padre. Una persona que se enfade
con otra no la invita a su boda. Por tanto, si Pedro discute con Maria, ésta no invitard a su padre a
su boda.

Todos los ladrones son generosos. Solo los ricos son generosos. Robin Hood es un ladron. Por
tanto, Robin Hood es rico.

Juan Carlos ama a Sofia. Quienes trabajan con Juan Carlos no conocen a fondo a Sofia. Si se ama
a alguien, se le conoce a fondo. Sabino trabaja con Juan Carlos. Por tanto, Sabino no ama a Sofia.

Hay un ladrdn generoso. Por tanto, hay un ladron y hay alguien generoso.

Hay un ladron y hay alguien generoso. Por tanto, hay un ladron generoso.

11
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[EY

Validez de argumentos. Solucion de ejercicios

0>1.1>2. Larelacion >’ es transitiva. Por tanto, 0 > 2.
o {M(a,b), M(b,c), VxVyVz(M(x,y) A M(y,z) > M(x,z)) } E M(a,c) (iA3 tiene 27 combinaciones de 0!)
Robin Hood es generoso. Todos los ladrones son generosos. Por tanto, Robin Hood es un ladrdn.
a {G(a), Yx(L(x) > G(x)) } ¥ L(a)

Siempre que Pedro discute con Maria, ésta se enfada con su padre. Una persona que se enfade con otra no la
invita a su boda. Por tanto, si Pedro discute con Maria, ésta no invitard a su padre a su boda.

o {D(a,b) > E(b,f(b)), YXVy(E(x,y) = —i(x,y)) } E D(a,b) = —i(b,f(b))

Todos los ladrones son generosos. Solo los ricos son generosos. Robin Hood es un ladrdn. Por tanto, Robin
Hood es rico.

o { Vx(L(x) = G(x)), Yx(—=R(x) > —G(x)), L(a) } & R(a)

Juan Carlos ama a Sofia. Quienes trabajan con Juan Carlos no conocen a fondo a Sofia. Si se ama a alguien, se
le conoce a fondo. Sabino trabaja con Juan Carlos. Por tanto, Sabino no ama a Sofia.

a {A(a,b), Vx(T(x,a) > —C(x,b)), VxVy(A(x,y) = C(x,y)), T(c,a) } E —=A(c,b)
Hay un ladron generoso. Por tanto, hay un ladron y hay alguien generoso.
0 3Ix(L(x) A G(x)) E IxL(x) A IxG(x)

Hay un ladron y hay alguien generoso. Por tanto, hay un ladron generoso.

0 3IxL(x) A IxG(x) ¥ Ix(L(x) A G(x))
12
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Ejercicio de examen Julio 2015

Ejercicio 2.

Sea Lel lenguaje {R, a, b, c}, donde R(x,y) es un simbolo de predicado y a, b, c son

constantes. Definir un contramodelo en un dominio de 3 elementos para demostrar lo siguiente:

Vx3y R(x,f(y)) ¥ JyVxR(x,f(y))

Justificar adecuadamente la respuesta con un analisis semantico.

En la logica el orden de los cuantificadores es importante. Por ejemplo, que todo el
mundo ame a alguien no implica que alguien sea amado por todo el mundo.

Para construir un contramodelo i hay que definir un dominio D, y dar los valores de
la funcion f y el predicado R.

Una solucion sencillo seria: dominio de i, D= {1,2,3}.
Interpretacion i(a)=1, i(b)= 2, i(c)= 3.
Sea f la funcidn de identidad: f(x) = x; entonces tenemos f(1) =1, f(2)=2, f(3)=3.

Se define R tal que R(x,y) es verdadero en el modelo si y solo si x=y. Entonces los
valores de R son <1,1>, <2,2> vy <3,3>. Por eso, R(a,a), R(b,b) y R(c,c) son
verdaderos en i y otros atomes con R son falsos. Poer ejemplo. piensa en un
dominio de egoistas donde todo el mundo se ama a si mismo y a nadie mas.

Ahora es evidente que en el modelo i la formula Vx 3y R(x,f(y)) es verdadera. Eso
porque i(R(x,f(y)}{x/a, y/a} = V, iR(x,f(y)){x/b, y/b} = V y i(R(x,f(y){x/c, y/c} = V:
para cada sustitucion por x se puede elegir una sustitucion por y (=f(y)) tal que la
férmula sale verdadero.

Al contrario, la formula 3y ¥x R(x,f(y)) es falsa en i. Con la substitucion y/a, la
formula R(b,a) es falsa; con la substitucion y/b, la formula R(c,b) es falsa, y con la
substitucion y/c, la formula R(b,c) es falsa. Dado que no hay una substitucion por y
tal que R(x,f(y)) es verdadero para cada substitucidén por x, tenemos

iQy Vx R(x,f(y))) = F

Tenemos por tanto un contramodelo que demuestra la proposicion,
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(2,5 puntos)

Si no es consecuencia ldgica, siempre hay que dar el
contramodelo: funciones, interpretacion de constantes,
e interpretacion de predicados.

El uso de tablas bidimensionales para la interpretacion
de predicados de dos argumentos puede ser Util
también. Ya sea para comprobar una hipétesis o para
desarrollarla.

OOI\)HU;U
nmmnn< e
nm< TN
< T Tw

_____________________________________________

La regla para un examen es siempre: tiene que haber
(1) un desarrollo claro y justificado de como alcanzar
la conclusion, y (2) una conclusion clara y explicita.

En semantica (LP y LPO) se admite el procedimiento
inverso: (1) definir un contramodelo al azar (o guiado,
0 con tablas de verdad en sucio) para demostrar #, e
(2) interpretar las formulas EXPLICITAMENTE Y PASO
A PASO para comprobar que efectivamente es un
contramodelo. (Aunque un error por este
procedimiento puede penalizar mas).
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indice de la Parte 2: Légica de Primer Orden

1. Introduccion.

2. Reglas de deduccion natural en LPO.
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Introduccion

Q Motivacion para construir un calculo

- Dificultad para determinar I'|=A por medios semanticos:
o En el caso de la Ldgica Proposicional, hay que explorar un numero
exponencialmente creciente de valoraciones
o En el caso de la Logica de Primer Orden, es imposible explorar todas las
posibles asignaciones de significado (interpretaciones).

 Alternativa: determinar que A se deduce de I' por medios sintacticos:
r|-A
o En lugar de razonar sobre el significado de las formulas (valoraciones o
interpretaciones).
o Razonar sobre la forma de las formulas.
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Un calculo deductivo para la LPO

0 Axiomas logicos de la teoria.

0 Reglas de inferencia: 14 (las mismas 10 reglas basicas ya estudiadas mas
dos por cada cuantificador).

0 Definicion de prueba: una prueba de una formula en una teoria es una
secuencia de formulas en la que cada elemento es:

o Premisa o supuesto temporal de la teoria, o bien

o Resultado de la aplicacion de una regla de inferencia sobre férmulas anteriores en la
secuencia, y tal que

o la dltima formula de la secuencia es la formula probada

0 Definicion de teorema: una formula B es teorema de una teoria 7/A1,...,An]
si Btiene una prueba en dicha teoria (7/A1,...,An] ~ B).
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Relacidn con la consecuencia légica
(recordatorio)

0 Si el calculo es correcto y completo entonces F y &= son equivalentes.
0 Esto es lo que ocurre con la deduccion natural.

Q Correccion: Teorema de validez
0 Todos los teoremas de T[I'] son consecuencias logicas de I

siT[I'] - BentoncesI =B

O Completitud: Teorema de completitud

o Dada una teoria T[I'], todas las consecuencias logicas de I' son teoremas
de T[I']:

siI"= Bentonces T[I'] - B
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Consideraciones previas

¢ T[AXP(X) — VyQ(Y), VyQ(y) — VzR(2)] + IXP(X) — VzR(z) ?

Con las reglas basicas que ya Sin afadir ninguna regla mas también
Conocemos para lenguajes podriamos demostrar la  formula
proposicionales podemos demostrar: anterior:

T[p—agqg—-rlFp—r

1.p—q premisa 1. IxXP(x) — vyQ(y) premisa
2.0—r premisa 2. VyQ(y) — VzR(2) premisa
3. p supuesto 3.  3AxP(x) supuesto
4. (¢ E— 1,3 4.  vyQ(y) E— 1,3
5 r E—24 5. VzR(2) E— 24
6. p—r 1—-35 6. IXP(X) — VzR(2) |— 3,5

87 de 207



88 de 207

Consideraciones previas

¢ TIVX(P(X) — Q(x)), ¥X(Q(X) — R(X))] F VX(P(x) — R(x)) ?

El argumento es correcto, pero las reglas basicas que conocemos
son insuficientes para poder demostrarlo

Necesitamos anadir nuevas reglas para (cuando sea necesario):
1. “abrir” las formulas cuantificadas (eliminar cuantificadores).

2. aplicar las reglas de inferencia proposicionales.

3. “cerrar” las formulas resultantes (introducir cuantificadores).



Reglas de deduccidn natural en LPO

O Reglas del cuantificador existencial

« 3xA es el resultado de sustituir apariciones del término £ en la
formula A(¢) por una variable x. Introduccion de 3:

A(t) T[P(a) v Q(a)] F Ix(P(X) v Q(X))
________ 1. P(@vQ(a) premisa
IxA(X) 2. 3Ax(P(x) v Q(x)) 1,1

« A{x/a*} resulta de sustituir todas las apariciones de x por g en
IxA, a una constante que no ha aparecido hasta entonces.
Eliminacion de 3:

IxA T[AX(P(x) A Q(x))] + AXP(X)
________ 1. Ix(P(x) A Q(x)) premisa
2. P(a*) A Q(a*) =
A{x/a*} 3. P(a¥) £
4. 3IXP(X) 13
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Reglas de deduccidn natural en LPO

T[AX(P(X) A Q(X))] F IXP(X) A IXQ(X)

AX(P(x) A Q(x)) P
P(a*) A Q(a*) E,
P(a*) E,
AXP(X) I
Q@)

AXQ(X)

AXP(X) A IXQ(X)

remisa

L

NOooohkowhE

1
2
3
2
39
4,

= w7

6
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se introduce a* como una
constante nueva, solo vigente
mientras llegamos a deducir la
formulas que nos interesan, que
son XP(X) y FxQ(X)
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Reglas de deduccidn natural en LPO

DEMOSTRACION INCORRECTA

T[IXP(X) A IXQ(X)] F IX(P(X) A Q(X))
Al usar otra vez a* damos a 1. AxP(x) A IXQ(X) premisa
entender que el elemento que 2. IxP(x) EA 1
cumple Q es el mismo que 3' P(a*) =)
cumple B y no tiene por qué ' 3
ser asi’ 4._3xQX) Al

6. P(a*) A Q(a* IAN3,5

7. AX(P(X) A Q(X)) ;6

Contraejemplo de la deduccion.

"hay numeros que son pares y hay numeros gue son impares, pero no e€s
cierto gue haya numeros que son pares e impares simultaneamente”
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Reglas de deduccidn natural en LPO

d Reglas del cuantificador universal

A{x/t} es el resultado de sustituir todas las apariciones de x en
¥xA por un término cualquiera £ Eliminacion de Vv :

o TlvxP()] F P(f(b))
1. VXP(X) Premisa

Alx/ty 2. P(f(b)) E, 1
T[VX(P(X) — Q(x)), P(a)] + Q(a) T F VXP(X) — 3IxP(X)
1. VX(P(X) —» Q(X)) premisa 1. VXP(X) supuesto
2. P(a) premisa 2. P(a) E, 1
3. P(a) — Q(a) E, 1 3. AXP(X) 152
4. Q(a) MP 2,3 4. VXP(x) — IxP(x) 1—-1,3
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Reglas de deduccidn natural en LPO

d Reglas del cuantificador universal

« x aparece libre en A(x)y no aparece libre en ninguna premisa o
supuesto previo no cancelado. Introduccion de Vv :

CONDICIONES:
A(X) - A(x) no incluye nombres temporales (a*)
........ « X no aparece libre en premisa, libre fuera
de la subprueba en la gque se aplica la
VXA o _
regla, ni libre en un supuesto previo no

T[VvxP(X)] + VX(P(x) v Q(x))

1. vXxP(x) premisa
2. P(x) E, 1
3. P(x) v Q(x) Iv 2

4. vx(P(x) v Q(x)) Iv 3

cancelado
TIVX(P(x) — Q(x)), ¥X(Q(X) — R(x))] F ¥X(P(x) — R(X))
1.  wx(P(x) — Q(x)) premisa
2.  wx(Q(x) — R(x)) premisa
3. P(X) — Q) E, 1
4. QX)) — R(x) E, 2
5. P(x) supuesto
6. Q(x) MP 3,5
7. R(x) MP 4,6
8. P(x) - R(x) I—- 5,7
9. wx(P(x) — R(x)) I,8
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Reglas de deduccidn natural en LPO

No se puede generalizar una
formula gue tiene constantes
temporales

DEMOSTRACION INCORRECTA

T[AXP(X)] - VXP(X)
1. IxP(x Premisa

Contraejemplo de la deduccion: “hay
nUmMeros que son primos, pero eso No
nos lleva a afirmar que todos los
numeros lo son”
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DEMOSTRACION INCORRECTA

T[VXayM(y,x)] F I3yvxM(y,x)
1. vx3ayM(y,x) premisa

4. YxM(a*.x :
5. AyvxM(y,Xx) ;4

Contraejemplo de la deduccion: “todo el
mundo tiene madre, pero no hay nadie
gue sea la madre de todo el mundo”
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Otro uso erroneo de |,

No se puede generalizar sobre la x, en los puntos 4 y 8, porque aparece libre fuera del
razonamiento del supuesto en el que se aplica la regla

DEMOSTRACION INCORRECTA

TIVX(P(X) v Q(X))] F ¥YXP(X) v ¥XQ(X)

1. WX(P(X) vQ(X)) premisa
2. P(X)vQ(x) E,1

3. P(X) supuesto
4, VXP(X) I, 3

5. VXP(X) v VXQ(X) 1, 4

6. P(X) > YXP(X) v ¥YXQ(X) |— 3,5
7. Q(X) supuesto
8. vXQ(X) I, 7

9. VXP(X) v VXQ(X) I, 8

10. Q(X) — ¥XP(X) v YXxQ(X) |— 7,9
11. ¥XP(X) v YXQ(X) E, 2,6,10

Contraejemplo de la deduccion: “todos los nUmeros naturales son pares o impares,
pero no es cierto que o todos los numeros son pares o todos son impares”
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Estrategia general problemas DN (recordatorio LP)

Q Identifica la conectiva principal y el tipo de formula de la
conclusion y opera segun lo siguiente:

a
a
a

(I N W

Si es A — B, supdn Ay usa I_, cuando encuentres B.
Sies AAB, prueba A, pruebaB, yusal,

Sies A v B, prueba A o B (el mas facil), y usal,,

0 Muy posiblemente hay que ir a la Ultima estrategia o hacer supuestos para
aplicar E,,

Sies A« B, pruebaA— B,B— A, yaplical,,
Si es —A, supon A, encuentra una contradiccion, y usa I

Si es A, intenta encontrar una solucion trivial con los elementos previos de
la deduccion (la I, puede ser util). Si no lo consigues, supon —A, encuentra
una contrad|CC|on yusal,

Si todo falla, supon la conclusion negada en bloque, encuentra una
contradiccion, y usa l_

16
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FOormula Como Premisa Como Conclusion

Estrategias Deductivas

PAQ Deduce P y deduce Q Demuestra Py Q por separado
PvQ DemuestraP— ,Q— |y DemuestraoP o Q

deduce
P—-Q Demuestra P, y deduce Q Supdn P y demuestra Q
-P Si =P es ==Q, deduce Q Supon Pydemuestra  A-_
P—Q DeduceP - QyQ—P DemuestraP - QyQ —P
vx P(X) Deduce P( ) Demuestra P(x) para la variable x
Ix P(X) Deduce P(a*) para algin nombre  Demuestra P(_)

temporal nuevo
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Resumen DN

E I i Derivadas
A v ! 0 T[A A-A] F B Ex Contradictione
E E Quodlibet
| AANB A v | o T[A-> B,B - C] A~ CTransitividad
A ! T[A = B, -B] F -A Modus Toll
: a ,-B] - odus Tollens
A A v B E o T[AVB,-A] - BCorte
B Bv A A—>C i 0 T[AV B, -B] - A Corte
B E o T[AVB,-AVC]+BVCCorte
AAB A B—->C E 0 +regladeiteracion
AAB ! O +teorema del intercambio (y
C E equivalencias)
A AvB e
E<—> | CONDICIONES:
E | A B i « siendo a* un nombre temporal nuevo en la
I N - o ' demostracion
A (supuesto) A—>B A—>B Y
A—>B | CONDICIONES:
B A B—> A |
—> i + A(x) no incluye nombres
Ao B i temporales (a*)
A—B B A< B '« x no aparece libre en premisa,
i libre fuera de la subprueba en
B—o> A i la que se aplica la regla, ni en
' ningun supuesto previo no
' cancelado
E_| l"""""""/'" """"""""
|5 E; ly Ey
A (supuesto)
BA—B A—BA—B ——A A(t) IxA A(X) VXA
—A —A A IxA(x) A{x/a*} VXA A{x/t}
18
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Equivalencias logicas LPO

Renombrado (si y no aparece libre en A) | +las vistas en LP |

O VXA(X) @VYyA(x/Y) 0 A A 5

O  3IXAKX) © IyAX/ | |
(%) YA(X/Y) 'a AAASA !

Cuantificadores vs negacion a AVASA

Q —VXA(X) & Ix—A(X) s AABOBAA !

O  —3IXAKX) © VX-A(X) s AVB&BVA

Conectivas vs cuantificadores (x no aparece libre en C) s AoBoBoA |
QO VXAACS VX(AAQC) |:| AA(BAC)e (AAB)AC i
O IXAACeXAAC) 2 AV(BVC)eo (AVB)VC i
O VXAvCe vx(AvO) ! |
O 3IxAvC e IxAvC) o AmBe-AVE ;
O (W*A—-C)e Ix(A—>C) o A->Boe-B—o-A !
O @IxA->C)e "X(A—->C) 4 (AVB) o -AA-B
O (A->VYxC)e vVx(A—>0) i e AV B
O (A—3xC) & 3x(A - C) o TAAB) e CAVS :
QO VXAAVXC e VX(AAC) ia AABVC) = (AAB)V(AAC) i
O (XA vIXC) & XA v C) o AV(BAC)e (AVB)A(AVC) 5
Ejemplo de uso en DN: “Intercambio 3, —VxA(x) & Ix—A(x)”. a AoBo(A-B)A(B—A)
No es valido: “equivalencia”, “de Morgan”, “-~(p Aq) © -p V q)”, no e
+ incluir el ndmero donde se aplica, no hacer mencién al teorema del i
' intercambio, etcétera i 19
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Ejemplo

Ejemplo 1: Consideramos las siguientes afimaciones: La Tierra orbita en torno al
Sol. La Luna orbita en torno a la Tierra. Todo cuerpo que orbita en torno al Sol es
un planeta. Son satélites los cuerpos que orbitan en torno a planetas. Luego la
Tierra es un planeta y la Luna un satélite.

o T[ O(a,b), O(c,a), vx(O(x,b) — P(x)), ¥xvy(O(x,y) » P(y) = S(x)) ] - P(@) A S(c)

1. O(a,b) Premisa
2. O(c,a) Premisa
3. ¥x(0O(x,b) — P(x)) Premisa
4. vxvy(O(x,y) A P(y) — S(x)) Premisa
5. 0(a,b) — P(a) E.s

6. P(a) E 51
7. ¥y(O(c,y) A P(y) — 5(c)) E va

8. O(c,a) A P(a) — S(c) E.;

9. O(c,a) A P(a) I, 26
10. S(¢) E 89
11. P(a) A S(c) I, 71
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Ejemplo

Ejemplo 2: Consideramos las siguientes afimaciones: 7odo elemento guimico es
oxidante o reductor. El carbono es un elemento quimico no oxidante. Luego e/

carbono es reductor.

o T[¥X(E(x) — O(x) v R(x)), E(a) A =O(a) ] + R(a)

1. VX(E(x) — O(x) v R(x)) Premisa
2. E(a) A =0(a) Premisa
3. E(a) E o

4. E(a) —» O(a) v R(a) E .4

5. 0(a) v R(a) E 43
6. —-0(a) E o

7. R(a) Cortes g

(también se puede hacer negando la conclusion y buscando una contradiccion)
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Ejercicios 1

o {VX(P(x) = Q(x)), IxP(x)} + IxQ(X)

1. VX(P(X) > Q(x)) Premisa
2. IXP(X) Premisa
3. P(a*) E.,

4. P@@*) - Q(a) Eyy

5. Q(a¥) E i3

6. IXQ(X) I

Cuidado, jel orden importa! usa E 5 antes que E ,,

' Asi se crea una nueva constante que podras usar para |

. E, mientras que en el orden inverso no se podria.
. (Pero en Vx 3xA, no es posible aplicar primero E 5)

_______________________________________________________________________
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Ejercicios 2

Q VxVy(P(y) — Q(x)) + IyP(y) — VxQ(X)

© N o o M w DN =

VxVy(P(y) — Q(x))
JyP(y)

P(a*)

Vy(P(y) = Q(Xp))
P(@*) — Q(xo)
Q(Xo)

VxQ(X)

JyP(y) — VXQ(X)

Premisa

Supuesto
EEIZ
EVI

EV4

E—>5,3

. Cuidado, si sustituyo x por una constante en 4, no podria aplicar nunca I,
(Sl buscas VXA(X)... nunca sustituyas la x de A por una constante)
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Ejercicios 3

a P(a) —» vxQ(x) - Vx(P(a) —» Q(x))

o A~ W e
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P(a) > YxQ(X) Premisa

P(a) Supuesto Ea—
VXQ(X) E.

Q(Xo) Evs

P(a) — Q(Xo) | 5.4 S
vx(P(a) = Q(x)) lys
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Ejercicios 4

Q VXVYVzZ[R(X, y) A R(Y, 2) > R(X, 2)], VX=R(X, X) - VXVY[R(X, Y) = =R(y, X)]

1. VXVYVZ[R(X, y) A R(y, 2) > R(X, 2)] Premisa

2. VXx=R(X, X) Premisa

3. R(XyYo) Supuesto

4. R(Yo:Xo) Supuesto (negeetdn de ﬁRl(y, X))
5. —R(Xg, Xp) E.,

6. VYVZ[R(Xq, ¥) A R(Y, 2) = R(Xo, 2)] Evi

7. VZ[R(Xo, Yo) A R(Yo, 2) = R(Xq, 2)] Eve

8. R(XO, yo) A R(YO’ XO) - R(Xo’ Xo) EW (¢por qué {z/xo}?, [fijate en 5§
9. R(Xg:Xp) E 348

10. R(Xg,%Xg) A —R(Xq, Xo) I A5 —

11.  =RXq,Yo) I,

12. R(Xp,Y0) = —R(Yo,Xo) |50

13. VY[R(Xq, ¥) = —R(Y, Xo)] lv1o

14. VXVY[R(X, ¥Y) = =R(y, X)] I3

Hay demostraciones alternativas sin suponer la negacion de R(y,x),
modus tollen de 5y 8 para luego aplicar corte con 3
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Los supuestos son siempre
estratégicos (no se hacen sin saber el
objetivo) y deben cerrarse cuando se
encuentra ese obijetivo.

Examen DN Julio de 2015

Ejercicio3. Demostrar la férmula 3x (q(x) — p(f(a),x) ) a partir del conjunto de premisas Aqui uno sabe por la conclusién que

se hara supuesto de g(una constante
“uc”), buscara p(f(a),uc) dentro del
- , | supuesto, y asi podra cerrar el
utilizando el calculo de Deduccién Natural. (2,5 puntos)| supuesto con q(uc) — p(f(a), uc), y
después introducir el existencial.

{Vx(=ax)vr(x)), Vx3Iz(-plxz)—=-r(z)) }

|
|
1. Vx3z(-p(x,z)—=-r(z)) premisa I
‘ } La segunda premisa tiene un
2. 3z(-p(f(a),z)>-r(z)) v-elim (1) | existencial, interesa eliminarlo antes
) de un supuesto para poder suponer la
|
3. p(f(a).c)->-r(c) 3-elim(2) | constante temporal anadida. (Puede
| que uno se de cuenta al avanzar en
4. a(c) supuesto | la demostracion)
5. vx(~q(x)vr(x)) premisa :
. I Ademas, uno puede ver en esa
6. q(c)vr(c) 3-elim(5) | premisa, que interesara sustituir la x
- : ; I por f(a), ya que se busca p(f(a),’una
7 a(c) intercambio(4) | constante”. Ver estrategia.
L g
8. te(6,7 T
() corte(6,7) :r iLas reglas se aplican a rajatabla!, 7 es necesario para
9. ~r(c) intercambio(8) €l corte en 8, 9 es necesario para el MT en 10. Hacer
" una simplificacion no explicita penalizaria en el
10. -=p(f(a),c) MT(3,9) ejercicio.
L. p(f(a).c) ~-elim(10) | también es importante anotar las sustituciones
12, q(c)-p(f(a).c) —-intro(4-11) Ei?éifadas. En 2 se afnadiria {x/f(a)}, en 5 se anadiria

IMPORTANTE: Siempre que uses una equivalencia,
como en puntos 7y 9, pon:

Intercambio, n° donde se aplica, formula con

metavariables. Omitir algo de esto pengearl'a.
Ejemplo: Intercambio 3,"-A & A

| iDeja claro cuando empieza y termina un |
| supuesto!, tabulaciones, llaves, etcétera. |

|
|
|
|
i
|
13.  3x(q(x)~p(f(a)x)) J-intro(12) |
|
|
|
|
i
|
o207 ————————————————————— |
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O Bloque II

Temas

Tema 7
Lenguajes de primer orden: sintaxis y
uso en la formalizacion de
argumentos

Tema 8
Semantica formal: Funciones de
verdad, tautologicidad, consecuencia
l6gica

Répréséntacion

2 2

Tema 9
Razonamiento semantico: definicion
de modelos y contra-modelos

Tema 10

Calculo de deduccion natural de
primer orden

Razona

iento

¥

Forma Normal de Skolem. Forma

Tema 11

clausular

Tema 12
Sustitucion y Unificacion
maximamente general

Tema 13

Calculo de resolucion con Unificacion

Computacion
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Introduccion a la demostracion automatica

O El razonamiento automatico se dedica a estudiar como usar un ordenador para
ayudar en la parte de resolucion de problemas que requiere razonamiento.

O Se trata de implementar programas que verifiguen un razonamiento mediante una
serie de pasos de inferencia.

O Se suele denominar deduccion automatica porque se suele utilizar razonamiento
como proceso deductivo.

O Cuando el trabajo se centra en la obtencion de algoritmos que permitan encontrar
pruebas de teoremas matematicos, recibe el nombre de demostracion automatica
de teoremas (DAT).

d Los D.AT.:

. Hlacen fso de una representacion especial de las formulas: la forma clausal o
clausular.

« En la deduccion se emplean reglas de inferencia alejadas del razonamiento
humano, como resolucion y para-modulacion.

« Por ultimo, destacar que en la mayoria de los casos, los demostradores
automaticos de teoremas realizan pruebas por contradiccion (o refutacion).
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Estandarizacion de formulas

0 ¢Como trabajar con DAT?

O Para trabajar con DAT es necesario trabajar con formulas
estandarizadas.

0 Objetivo: simplificar las formulas

Queremos obtener, mediante una serie de transformaciones, una formula que sea
mas facil de manipular automaticamente, pero que siga teniendo ciertas propiedades
de la férmula original (estandarizacion):

Formula en un lenguaje de primer orden 3y ( Vx (p(x,f(y)) = q(z)) v =3w p(g(w),y))

4 -

Formula en forma normal de Skolem vx Yw (=p(x,f(b)) v q(a) v —p(g(w),b))
Formula en forma clausular {—=p(x,f(b)) v q(a) v =p(g(w),b)}

110 de 207



Estandarizacion de formulas

0 ¢Qué es lo que preserva esta transformacion?
0 preserva la satisfacibilidad

0 pero no preserva todos los modelos (es decir, la semantica): el resultado no
es equivalente a la formula original

O Preservacion
Consideremos una transformacion de Fa F’

0 preservar la semantica significa que, para toda interpretacion Z, 7 es un
modelo de Fsii es un modelo de F’

vxp(x) es semanticamente equivalente a —Ix—p(x)

o preservar la satisfacibilidad significa que existe un modelo 7de Fsii existe
un modelo /’(probablemente no el mismo) de F’

SAT(Fxp(x)) sii SAT(p(a))
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Forma Normal de Skolem

O Formas Normales. El objetivo de la estandarizacion de formulas
es reducir la variedad sintactica de un LPO, uniformando sus
formulas.

d La idea es que la formula inicial es satisfacible sii su
transformada es satisfacible.

« Reduccidon de la multiplicidad de conectivas (formas normales en la
l6gica proposicional).
o Forma normal conjuntiva. FNC
o Forma normal disyuntiva. FND

« Uniformizacion de la posicion de los cuantificadores en las formulas
(Formas Normales en la LPO).

o Forma Prenex. FNP

- Cierre de férmulas abiertas (cuantificacion existencial de variables
libres).

« Eliminacién de cuantificadores existenciales.
o Forma de Skolem. FNS

« Forma Clausular (variante sintactica de la Forma Skolem).
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Forma Normal de Skolem

Od Forma Normal Disyuntiva. Una fbf A esta en forma normal

disyuntiva si y solo si A=A,VA,VA;V...VA, con n=>1, y cada A; es una
conjuncion de literales.
Ejemplo: (pA-=gAr) v =p v(rA=s)

Forma Normal Conjuntiva. Una fbf A4 esta en forma normal
conjuntiva si y solo si A=A,1A1A;1.../1A, con n21, y cada A; es una
disyuncion de literales.

Ejemplo: (gvp) A (=rvS) A =g

Forma normal prenexa: Una fbf 4 esta en forma normal prenexa si y

solo si A=(Q X )Q,X)...(Q X, )M, donde X, X...X, son variables
diferentes y Q=7 0 Q,=V, para cada I</<n. M es una férmula que no

contiene cuantificadores. Al componente (QX )(Q@.X,)...(Q.X,) se le
llama prefijo, y a M matriz de la férmula A.



Forma Normal de Skolem

0 Forma normal prenexa.
Ejemplos: Estan las siguientes formulas en FNP?

* AVX[AX) — IX AX)] no
« AxVy[AX) " =AY)] Si
* AXAX)VVYyAY) no
+ AxVY[AX)V AY)] Si
* VY IAx[AX) V AY). Si
* A(@Ax[AX) - AXN] — IX[AX) — RX)]) no

* VZAxIy[((HAX) V AX) * (AN V RY)) ~ A2)] si
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Forma Normal de Skolem

J Forma Normal de Skolem.

 Def.: La formula Festa en forma de Skolem (FS) si es de la forma v, . . .
Vx, G, donde n >0y Gno tiene cuantificadores.

Es decir:

« Todos los cuantificadores a la cabeza de la formula (forma Prenex).

« No hay variables libres.

 Solo hay cuantificadores universales.

« Matriz de la férmula en forma normal conjuntiva (FNC, conjuncion de
disyunciones de literales).

Ejemplos:

vx3ayRA x, y) no esta en forma de Skolem
VxR x, f(X)) si esta en forma de Skolem
IxQ(x) no esta en forma de Skolem

A a) si esta en forma de Skolem

O O 0O

10
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Forma Normal de Skolem

d Procedimiento para hallar FNS(A):

1. Dada una formula A, poner la formula en forma Prenex.
Prenex (A)
2. Realizar el cierre existencial.

Cierre;(Prenex(A)) = @M, donde @ y M son el
cuantificacionales de la formula, respectivamente.

3. Poner la formula en forma normal conjuntiva.

Obtencion de FNC(M)

4. Eliminar los cuantificadores existenciales.

Obtencion de Skolem(QFNC(M)) = FNS(A)
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Forma Normal de Skolem

1. Forma normal prenexa. Aplicando a una férmula los siguientes pasos se
obtiene otra formula equivalente y que esta en forma normal prenexa:

1) Rectificar la formula usando las equivalencias. Cambio de nombre de
variables ligadas:

[— VXA(X) <> VYA(X/Y)

[— TXA(X) <> FYA(X/Y)
donde y es una variable que no ocurre libre en A.

(no deben haber varios cuantificadores distintos con la misma variable)

2) Interdefinicion de cuantificadores (interiorizar negaciones usando
equivalencias).

[— = VXA(X) <> Ix=A(X)

[— —=IXA(X) <> YXx=A(X)

(no puede haber cuantificadores con una negacion)

12
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Forma Normal de Skolem

3) Distribucion de conectivas respecto a cuantificadores.

si x no esta libre en la otra subformula
[— VXA A C VX(A A C)
[—IXA A C>» IX(A A C)

/— VXA v C VX(A v C)
[—IXA v C«» IXx(A v C)

[— (VXA — C) <> IX(A — C) (recuerda:vxA — C=—vxA v C)
[— (XA - C) «» Vx(A - C)
[— (A - vxC) < Vx(A — C)
/— (A - IxC) <> IX(A - C)

[— VXA A VXC <> VYX(A A C) (si se aplica (1), no se usaran)
[— (XA v IXC) <> IX(A v C) (nota que 3 con », 0 ¥ con v no son validas)

Lema: Para toda formula A, |— A <> Prenex(A)
Lema: La forma Prenex de una formula siempre existe, aunque puede no ser unica
13
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Forma Prenex

. 1 Recuerda que siempre existe una forma prenexa, pero puede haber varias
. distintas.

| U Ejemplo, partiendo de:
A =3x P(x) v vy =Q(y) — 3z P(a,z), y considerando F = P(x) v =Q(y) — P(a,2). !
| O Podemos obtener: vYx3y3z(F), 3zvx3y(F), 3zayvx(F), 3yazvx(F)... el ordenen

el que se extraen los cuantificadores afectara a su vez a la eliminacion de
existenciales.

O También puede ser necesario exteriorizar cuantificadores antes de interiorizar
i negaciones:~(3Ix Yy =P(x,y) — Yy ax Q(X,y) ), pasa a: Ix vy 3y’ vx’ ~(=P(x,y) —
Q(X.y’) ).

O En general las equivalencias se pueden aplicar en cualquier orden.

14
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Forma Normal de Skolem

2. Cierre Existencial. Las variables libres de la formula se ligan
existencialmente poniendo el cuantificador correspondiente en
cabeza de la formula:

Lema: Una formula A(x) es satisfacible sii IxA(x) es satisfacible

* Ejemplo:
vy3z(p(x) ~ q(y) - 1((2), x))

se transformaria en

IXvyz(p(x) » qly) - r(f(z), x))

15
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Forma Normal de Skolem

3. Forma Normal Conjuntiva - FNC. Se utilizaran los siguientes teoremas
de equivalencia:

« Interdefinicion (Eliminar bicondicionales y condicionales usando la
equivalencia):
/—(A—> B) << (-A v B)
|—(A<B)>(A—>B)A (B> A)

« Leyes de De Morgan (interiorizar negaciones usando equivalencias):
/——/(/4/\ 5)9 ﬁ/4 \/—/B

« Distribucion de v y A:
/—/4 A (B VvV C) > (/4 A B) VvV (/4 A C) (pueden ir en los dos sentidos)
/—/4 \/(B/\ C)H(A \/B)/\ (/4 \/Q (A no es un literal)

Lema: Para toda formula A, |— A <» FNC(A)
Lema: La forma normal conjuntiva de una formula siempre existe

16
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Forma Normal Conjuntiva

« Distribucion de v y A:
/—/4 A (B VvV C) > (/4 A B) VvV (/4 A Cy (pueden ir en los dos sentidos)
/—/4 \/(B/\ C)H(A \/B)/\ (/4 \/O (A no es un literal)

__________________________________________________________________________________________________________________

. 4 Recuerda que: A, B, C no son literales.
| O Ejemplo, pasaaclausal: (wp A Q) v (p A—Q), se parece mucho a la primera
equivalencia...
O Pero no se puede aplicar (no hay un “A” que extraer).
O Se puede considerar cualquiera de las formulas conectadas por la disyuncion
como “A” y aplicar distributiva de la segunda equivalencia.
: JAV(PpA—-q)e>(AvpPAr—q))A(Av(PA—Q))
. 1 También que la distributiva (como cualquier equivalencia) va en los dos sentidos:
| O (—paQg) v (tAa-p),separece mucho ala anterior, y se puede hacer asi...
| O Pero permite “sacar — p” y dejar — p A (t v q) usando la primera equivalencia..
. (1 Pasar a forma clausular se simplifica mucho si renombras formulas con A,B,C.

123 de 207



Forma Normal de Skolem

4. Eliminacion de cuantificadores existenciales. Se elimina el
cuantificador existencial sustituyendo la variable que ligaba por una funcion
de Skolem o constante de Skolem.

« La funcién de Skolem sera:

o Una funcidn nueva en la formula, aplicada a todas la variables
cuantificadas universalmente que aparecen antes que el
cuantificador existencial a eliminar.

o Si no hay tales variables se utilizaréa una constante nueva en la
formula para hacer la sustitucion.

« Ejemplos:
o Vx3ay(p(x) = —q(y)) se transformaria en Vx(p(x) = —q(f(x))
o 3Ixvz(q(x,z) v r(a,x)) se transformaria en vz(q(b,z) v r(a,b))
o IxVy3z(p(x) A q(y) — r(f(z), X)) se transformaria en

vy(p(a) A q(y) — r(f(g(y)), a))
Lema. Una formula A es satisfacible sii Skolem(A) es satisfacible.

18
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Forma Normal de Skolem

O Ejemplos de calculo de FNS:

Ejemplol:
o F:3axvyvzauvvaw[P(x,y, z) ™ Q(u, v) ™ =R(w)]

1.- La formula esta en FNP.

2.- No hay variables libres.

3.- La formula esta en FNC.

4.- Eliminar cuantificadores existenciales.

Fx no se encuentra precedido de cuantificadores universales,
se sustituye por una constante a
vyvzauvvaw[P(a, y, z) ™ Q(u, v) N =R(w)]

Ju y Iw estan precedidos de cuantificadores universales. Seran
sustituidos por férmulas f{y,z)y g(y,z,v)

vyvzyv [P(a, y, 2) * Q(f(y,2), v) ~ =R(g(y,z,v))]

19
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Forma Normal de Skolem

Ejemplo2: FNP, Cierre Existencia, FNC.
o) SkO(VX 3y vz 3w [ﬂP(a,W) Vv Q(f (X)/ Y)]) Elminar Existenciales:

y se sustituye por h(x)
= Sko(vx vz 3w [=P(a,w) v Q(f (x), h(x))])

= Sko(vx vz [=P(a, g(x, 2)) v Q(f (x), h(x))])
= Vx vz [=P(a, g(x, 2)) v Q(f (x), h(x))]

w se sustituye por g(x,z)

Eiemplo 3 FNP, Cierre Existencia, FNC:

0 SkO(VX dy 3z [(_IP(XIY) ~ Q(XIZ)) \% R(XIYIZ)])

Transformamos a FNC |—Av(BAC)o (AvB)A(AvC)

= Sko(vx 3y 3z [(=P(x,y) V R(x,y,2)) * (Q(x,2)) vV R(x,¥,2))])

Se eliminan los cuantificadores existencias Eliminar Existenciales:
y se sustituye por f(x)
X se sustituye por g(x)

= VX [(=P(x,f(x)) v R(x, f(x), 9(x))) " (Q(x, 9(x))) V R(X, f(x), 9(x)))]

20
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Forma Normal de Skolem

« Ejemplo 4: vxvy[3zP(x, vy, z) ™ (3uQ(x, u) — 3IvQ(y, v))]

« vxvyaz[P(x, y, z) ~ Yu(Q(x, u) — avQ(y, v))]
- vxvyaz[vu(P(x, Y, 2) ~ (Q(x, u) — 3VQ(y, v)))] TTArCoVXAAO)
« Vxvy3zvu[P(x, Yy, z) ™ (Q(x, u) — 3vQ(y, v))]

1. Forma prenexa: (Cambio de nombre, interiorizar negaciones,
extraccion de cuantificadores)

| —3IxA A C o Ix(A A C)

- vxvy[3z(P(x, y, z) ~ (QuQ(x, u) — 3vQ(Y, v)))]
« Vxvy3az[P(x, y, z) ™ (FuQ(x, u) — 3IvQ(y, V))]

|—(3xA - C) & Vx(A - C)

|— (A - 3IxC) & Ix(A — C)

- Uxvy3zvu[P(x, y, ) ~ 3V(Q(X, U) = Q(Y, V)] | oA rcoaxanc
 vxvy3zvu[3av (P(x, y, 2) © (Q(x, u) — Q(y, V)))]
 VXvy3zvuav[P(x, y, z) ~ (Q(x, u) — Q(y, v))]

21



Forma Normal de Skolem

« Ejemplo 4: vxvy[3zP(x, y, z)  (3uQ(x, u) — 3IvQ(y, v))]

2. Cierre existencial: No hay variables libres, ya tenemos el cierre:
* UXVy3zvuav[P(x, y, z) * (Q(x, u) — Q(y, v))]

3. FNC (eliminar < y —, interiorizar = y distribuir v y A)

« V¥xvy3zvuav[P(x, y, z) ™ (=Q(x, u) v Q(y, v))] |— (A~ B) & (-AvB)

4. Eliminacion de cuantificadores existenciales:

z se sustituye por f(x,y)
v se sustituye por g(x,y,u)

« WxVyVvul[P(x, y, f(x,y)) ~ (=Q(x, u) v Q(y, g(x,y,u)))]

22
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Forma Normal de Skolem

« Ejercicio: Obtener la FNS de la siguiente férmula.

=3IxVy(=C(x) v (B(a) A D(X, y))) A =3xA(X)

« Ejercicio: Obtener la FNS de la siguiente férmula.

IX(AYA(X, y)—-vZ(B(x, ) A C(2)))
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Forma Normal de Skolem

Od Teorema: Una formula F es satisfacible sii FNS(F) es satisfacible.

1.
2.
3.

F satisfacible sii Prenex(F) satisfacible (por lemas 1y 5)
Prenex(F) satisfacible sii Cierre(Prenex(F)) satisfacible (por lema 2)

Sea Cierre(Prenex(F)) satisfacible de la forma Q.M, donde Q son los cuantificadores y M es
la matriz de la formula. Entonces M satisfacible sii FNC(M) satisfacible (por lemas 3 y 5).

. Pero también Q.M satisfacible sii Q.FNC(M) satisfacible, puesto que cuantifican las mismas

variables en idéntica forma

. Q.FNC(M) satisfacible sii Skolem(Q.FNC(M)) satisfacible (por lema 4). Pero

Skolem(Q.FNC(M)) es precisamente FNS(F)

. F satisfacible sii FNS(F) satisfacible (por silogismo 1, 2, 3, 4, 5)

Lema 1: Para toda formula A, |— A <> Prenex(A)

Lema 2: Una formula A(x) es satisfacible sii IxA(x) es satisfacible
Lema 3: Para toda formula A, |— A «<» FNC(A)

Lema 4: Una formula A es satisfacible sii Skolem(A) es satisfacible.
Lema 5: Si [— F «<» F’entonces: F satisfacible sii F’ satisfacible

24
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Forma Clausular

Qd Sabemos que “Una formula F es satisfacible sii FNS(F) es satisfacible” y que
“FNS(F) existe siempre para cualquier féormula F”, luego podemos
trabajar exclusivamente con formulas en forma normal de Skolem.

Q Para trabajar mas cdmodamente con formulas en FNS utilizaremos la forma
clausular

O La mayoria de procedimientos de prueba operan por refutacion. Estas
pruebas se aplican a formulas en una forma denominada forma clausal.

O Clausula: Una cldusula es una disyuncion finita de cero o mas literales.
Cuando la clausula esta compuesta de un solo literal diremos que es una
cladusula unitaria.

C = Liv...vLn, Li(1<i <n) literal

d La forma clausular de una formula F, FC(F), es el conjunto de
clausulas de la FNS(F).

d La forma clausular se entiende como la conjuncion de las clausulas, cuyas
variables estan todas ellas ligadas universalmente.

25
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Forma Clausular

d Una vez que se tiene la Forma Normal de Skolem, se eliminan los
cuantificadores universales y se pasa a FNC (como si estuviesemos
trabajando en logica proposicional).

O Finalmente se escribe como conjuntos.

d Ejemplo 1:
vX(G(H,H) ™ (=F(x) v G(x,U(x)) v =G(H, x)) )

Se eliminan los V y se pasa a FNC (en este caso ya esta en FNC):
G(H,H) ™ (=F(x) v G(x,U(x)) v =G(H, x))
luego se escribe como conjuntos:

HG(H,H)}, {=F(x),G(x,U(x)),~G(H, x)}}

26
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Forma Clausular

Ejemplo 2: vxay(A(x,y)—B(XX)AC(Y))

133 de 207

Eliminacion de la implicacion y propiedad distributiva

o Vx3y(A(x,y) —B(x) AC(y)) «vxay(=A(x,y)V(B(X)AC(Y)))
<VxAy((=AXy)VBO))A(=AXY)VC(Y)))

Forma Normal de Skolem

0 FNS(vxay((—~A(X,Y)VB())A(=A(X,Y)VC(Y))))
= vx((=AX,F(X))VB(X))A(=A(X,f(x))VC(f(x))))

Forma Clausular

o { {-AKXf(x)VB(X)}, {=AXfx)VC(f(x)) }}

27



Forma Clausular

d Ejemplo 3:
* A VXVYD(x) A (G(y) v 1(a,X))

FCA): ({p(x)}, {qy) v ria,x)}}

Teorema: Una formula F es satisfacible sii FC(F) es satisfacible
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Forma Clausular

O Forma Clausular de una deduccion.

Q Una deduccion [P1, P2, ..., Pn] |— C es correcta sii P1 A P2 A ...

es insatisfacible

Dada una deduccion: [P1, P2, ..., Pn] |—C
1)Obtener la forma clausular de cada Pi, 1 <i<n
2)Obtener la forma clausular de —C
3)Realizar la union de todos los conjuntos de clausulas

4)Comprobar la satisfacibilidad

Una deduccion [P1, P2, ..., Pn] |— C es correcta sii
FC(P1 A P2 A ... APn A =C) es insatisfacible
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A Pn A =C

29



Ejercicio 1

Ejercicio 1: Dado el conjunto de formulas {A;,A,,A;,A,}, siendo:
A vzax((=P(z) v 3yQ(x, Y, z)) A (0R(z) v =P(x)))
A,: 325(z) — vZT(2)
A;: vzvx(T(z) — P(x))
As: 32vy(~3xQ(z, X, ¥) A S(Y) A R(2))

donde x, y, z son simbolos de variable, expresarlas en forma clausular.
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Ejercicio 1l

A;: vzax((=P(z) v 3yQ(x, vy, z)) A (AR(Z) v =P(x))) ]

vzax@y(=P(2) v Q(X, Y, 2)) A (=R(z) V =P(x))) Prenex: A v 3xB) <> 3x(A v B)

vzaxay((=P(2) v Q(X, Y, z)) A (=R(2) vV =P(X))) (3xA 1 B) < 3x(A » B)

vz((=P(2) v Q(f(2), 9(2), 2)) A (=R(2) v =P(f(2)))) g"\‘,’gfeﬂ"

Eliminacion 3 {x/f(z), y/9(z)}

A,: 32S(z) — vzT(z) Prenex: Cambio de nombre

37'S(z") — vzT(2) (3xA > B) < Vx(A —» B)

vz'vz(S(Z") — T(z2)) (A - vYxB) < Vx(A — B) Cierre 7

vz'vz(=S(Z") v T(2)) FNC: (A — B) <> (-A v B) Eliminacion 3
A;: vzvx(T(z) — P(x)) Prenex, Cierre 3,

vzvx(~T(z) v P(x)) FNC: (A > B) > (=A v B)

Eliminacion 7

A,: 3zvy(~3xQ(z, X, ¥) A S(Y) A R(2))

32vy(vx=Q(z, X, ¥) A S(y) A R(2)) Prenex: (—3xA) < (Vx-A) Cierre 7
3zvyvx(—Q(z, X, ) A S(y) A R(z)) FNC: (A — B) &> (-A v B)
vyvx(=Q(a, X, ¥) A S(y) A R()) Eliminacion 3 {z/a}

{{-P(2) v Q(f(2),9(2), 2))}, {-R(2) v =P(f(2))}, {-S(z') v T(2)}, {-T(2) v P(x)}, {-Q(a, f(y), Y)}, {S(y) AR(a)}}
31
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Ejercicio 2

Ejercicio 2: Obtener la forma clausular de cada una de las formulas
siguientes:

A;: IX(IYA(X, Y)—-vzZ(B(X, z) A C(2)))

A,: =(IXA(X) A 23yvxC(X, Y))
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Ejercicio 2, solucion

A;: IxX(IyA(Xx, y)—~Vvz(B(x, z) A C(2)))

Prenex: (3xA — B) < vx(A - B)

Ixvy(A(x, y)—-vz(B(x, z) A C(2))) (—vXA) 5 (3X=A)

axvy (A(x, y)—3z-(B(x, z) A C(2))) (A — 3XB) ¢» 3x(A — B) Cierre 7
Axvy3z(A(x, y)—-(B(x, z) A C(2))) FNC: (A—> B) & (—Av B)

Axvy3z(=A(X, y) v =(B(x, 2) A C(2))) ~(ArB) <> —Av—B

Axvy3az(-A(X, y) vV =B(X, 2) V =C(2))  giminacién 3 1x/a, 2/f(y)}
vy(-A(a, y) v =B(a, f(y)) v ~C(f(y)))

A,: =(AXA(X) A =3yvxC(X, y)) Prenex: Cambio de nombre,
—3x(A(X) A ~3yvzC(z, y)) (3xA 1 B) & 3x(A~ B)

(—3xA) <> (Vx=A)
vx=(A(X) A =3yvzC(z, v)) (ﬁg)):A): (V));A)
VX_I(A(X) A\ VY—IVZC(Z, Y)) (—VxA) < (Ix=A)

vx=(A(X) A Yy3az=C(z, y))

vX=VY(A(X) A 32-C(z, Y)) (A1 VXB) <> vX(A 1 B)

vx=vyaz(A(X) A =C(z, y)) ((AV;‘{ j’;‘z Z j);f; ~B)
vx3y—3z(A(x) A =C(z, ¥)) (:’,_—7xA ) o (Vx:A ) Cierre 7
vx3ayvz-(A(x) A =C(z, y)) FNC: —(ArB) e —Av—B

vx3ayvz (-A(x) v C(z, y)) Eliminacion 3 {y/g(x)}

vxvz (-A(x) v C(z, g(x))) Nota: g(x) porque f ya se usa en A1

Forma Clausular: {-A(a, y) v =B(a, f(y)) v =C(f(y)), =A(x) v C(z, f(x))}
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Ejercicio 3

Ejercicio 3: Sea {A, A,,A;,A,} el conjunto de formulas siguiente:
A;: IxB(x)
A,: vxvy(C(x, y) — D(x) A B(x))
A;: IxvyC(X, y)
A, 23x3y(D(x) A =A(Y))

Construir el conjunto de clausulas correspondiente a las formulas anteriores.

34
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Ejercicio 3, solucion

A;: 3xB(x) Prenex, Cierre 3, FNC
B(a) Eliminacion 3 {x/a)

A,: vxvy(C(x, y) — D(x) A B(x)) Prenex, Cierre 3
Vxvy(~C(%, ) V (D(X) A B(X))) FNC: (A — B) <> (-A v B)
vxvy((=C(x, y) v (D(x)) A (=C(X, y) vV B(x))) (Av(BAC)) > (AvB)A(AvC)
(=C(x, ¥) v (D(X)) A (=C(X, y) v B(x)) Eliminacion 3

As: EIE)I( )‘:;’ych(()):: 3)) Prenex, Cierre 3, FNC

C(b, y) Eliminacion 3
Nota: constante b porque a
ya se usa en Al

A, 2DAy(D(x) A =A(Y)) )
vx=3y(D(X) A =A(Y)) Prenex: (-3xA) <> (Vx=A)
vxvy-(D(x) A =A(Y)) (—3xA) < (Vx-A) Cierre 3
vxvy(=D(x) v ==A(Y))) FNC: -(A A B) ¢ (-A v —-B)
—D(x) v A(y) Eliminacion 3

{{B(a)}, {~C(x, y) v (D(x)}, {~C(x, y) v B(x)}, {C(a, ¥)}, {~D(x) v A(y)}}
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Ejercicio 4

Ejercicio 4: Sea {A,,A,,A;,A,} el conjunto de formulas siguiente:
A;: R(b) A G(b) A R(a)
A,: VX(M(x) — (G(x) — P(x)) A (2G(x)—=P(x)))
A;: VX(R(X) — M(X))
A, ~3IX(R(x) A =D(x))

Construir el conjunto de clausulas correspondientes a las férmulas anteriores.
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Ejercicio 4, solucion

Al: R(b) A G(b) A R(a) Prenex, Cierre 7, FNC, Eliminacion 7

A,: YX(M(x) — (G(x) — P(x)) A (=G(x)—=P(x))) Prenex, Cij” € i y
YX(=M(X) V (G(X) — P(X)) A (=G(X)>=P(x)))  NME:F(A=BIoAVE)
vX((=M(X) v =G(X) Vv P(x)) A (=G(X)—=P(x)))
vX((=M(X) v =G(X) V P(x)) A (==G(X) v =P(x)))
vX((=M(X) v =G(X) v P(x)) A (G(x) v =P(x)))

Eliminacion 37

Az VX(R(x) — M(X)) e e v
vX(=R(X) V M(x)) FA=B) e (CAVE)
Eliminacion 37
A,: 23Ax(R(x) A =D(x)) Prenex: (—3xA) < (VXx—-A)
vXx=(R(X) A =D(x)) Ciorre 5
VX (=R(x) v ==D(x)) FNC: —(AAB) ¢ —Av—B
vX (=R(x) v D(x))
Eliminacion 37

Forma Clausular:
{{R(b)}{G(b)}{R(a)},{=M(x) v =G(x) vV P(x)},{G(x) v =P(x)},{=R(x) v M(x)},{-R(x) v
D(x)}} 37
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Sustitucion (recordatorio)

Q Sustitucion: Una sustitucion es una funcion finita de un conjunto de variables
de un lenguaje en el de términos. Se representa como a = {x,/t;, X/t ...,
x./t.} donde X, ..., X, son variables diferentes y t,, ..., t, son términos tales que,
en cada t; no aparece la variable x;

Un par x;/t, se denomina /igadura

Una sustitucion que no sustituye ninguna variable se llama sustitucion vacia (1)

Una sustitucion que sustituye variables por otras variables se denomina renombrado
Dominio(a) = {x; [ X/t € o}

Rango(a) = {y;/ y;aparece en t; y x/t; € o}

ocoooo

Ejemplos: Ctes = {a, b, ¢, d}, Var = {X, y, z, w}, Func = {f/1, h/2}

al = {x/f(a), y/x, z/h(b,y), w/a} Dominio(al) = {Xx, y, z, w} Rango(al) = {x, y}
a2 = {x/a, y/a, z/h(b,c), w/f(d)} Dominio(a2) = {X, Y, z, W} Rango(a2) = &
a3 = {x/y, z/w} (renombrado) Dominio(a3) = {x, z} Rango(a3) = {y, w}

L = {X/X, YIY, z/z}
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Sustitucion (recordatorio)

O Dada una férmula F y una sustitucion o = {x,/t;, ..., X,/t,}, se denomina aplicacion
de aa a F, (Fo) a la formula obtenida reemplazando simultaneamente cada
ocurrencia en F de x; por t;, para cada x;/t; € a.

a = {x/f(a), y/x, z/h(b,y), w/a}
P(x, y, 2) o = P(f(a), f(a), h(b,f(a))) incorrecto
P(x, y, 2) o = P(f(a), x, h(b,y)) correcto

O Una formula F' es /nstancia de otra formula F si existe una sustitucion no vacia o tal
que F' = Fa

O Una sustitucién o es idempotente si Dominio(a) N Rango(a) = &

Q Si a es una sustitucidon idempotente entonces (Fa)a = Fa

al = {x/a, y/f(b), z/v} P(X, Y, W, Z) a1 = P(a, f(b), w, v)
P(a, f(b), w, v) al = P(a, f(b), w, V)
a2 = {x/a, y/f(b), z/x} P(x, ¥, W, ) a2 = P(a, f(b), w, X)

P(a, f(b), w, x) a2 = P(a, f(b), w, a)
al es idempotente, a2 no
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Sustitucion (recordatorio)

O Dadas dos sustituciones o = {x,/t;, ..., Xo/t.} Y B= {Y1/S1s -+ Y/ St SU CcOmposicion
af se define eliminando del conjunto

/6B, oo X8 B, Y1/S1s s Y/ St
las ligaduras x/t, tales que x; = t3,
y las ligaduras y,/s; tales que y, € {xy,...,X,,}

O Ejemplo:
si a = {X/3,y/f(x,1)} y B= {x/4}
entonces of = {x/3, y/f(4,1)} y
Ba = {x/4, y/f(x,1)}

O Propiedades de la composicion:
(Fo)B = F(ap)
(aB)y = alPy)

al=Ao=a

af} # Po
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Unificacion

@ Una sustitucion o es un unificador de dos formulas A y B si Aa. = Ba.. En este caso se
dice que A y B son unificables. Informalmente, unificar es el proceso por el cual dos o
mas expresiones se convierten en idénticas mediante una sustitucion: la sustitucion
unificadora.

O Un unificador o de A y B se denomina wunificador de maxima generalidad (umg) sii
para cualquier otro unificador B de A y B existe alguna sustitucion y tal que B=ay

U

Si dos formulas son unificables entonces tienen umg

(

El umg de dos férmulas es Unico (salvo renombrado)

O Ejemplo:

A = P(x, f(x, 9(y)), 2) y B = P(r, f(r, u), a)

al = {x/r, u/g(y), z/a} y a2 = {x/a, r/a, y/b, u/g(b), z/a}
Aol = Bal = P(r, f(r, g(y)), a)
Ao2 = Ba2 = P(a, f(a, g(b)), a)

al y a2 son unificadores de Ay B, pero al eselumgde Ay B
y ={r/a, y/b}, a2 = aly
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Unificacion

O Algoritmo de Unificacion:

Sean A y B dos atomos con el mismo simbolo de predicado:
(1) a=AxA
(2) Mientras Aa # Ba.:

(2.1)

(2.2)

Encontrar el simbolo mas a la izquierda en Aa tal que el simbolo
correspondiente en Ba sea diferente

Sean t, y t5 los términos de Aa. y Ba que empiezan con esos simbolos:

(a) Si ni t, ni tg no son variables o, si uno de ellos es una variable que
aparece en el otro =» terminar con fallo (A y B no son unificables)

(b) En otro caso, sea t, una variable = el nuevo o es el resultado de
a{t,/ts} (se hace composicion, no solo se ahade la nueva ligadura)

(3) Terminar, siendo . el umgde Ay B
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Unificacion

O Algoritmo de Unificacion:
Ejemplo: A = P(x, x) y B = P(f(a), f(b))

a A o B a (ta ts)
A P(x, X) P(f(a), f(b)) (x,f(a))
{x/f(a)} P(f(a), f(a)) P(f(a), f(b)) (a,b)
Fallo & A y B no son unificables

Ejemplo: A = P(x, f(y)) y B=P(z, x)
o A o B a (ta. ts)
A P(x, f(y)) P(z, X) (X,2)
{X/z} P(z, f(y)) P(z, z) (z, f(y))

x/f(y), z/f(y)r  P(f(y), f(y)) P(f(y), f(y))

= Ay B son unificables y su umg es {x/f(y), z/f(y)}
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Resolucion con Variables

d Regla de resoluciéon con umg: Seanl;, v ... vL,vC y—-L/v..v-lL,vC
dos clausulas, donde todos los L; son literales con el mismo simbolo de predicado.
Puede deducirse una nueva clausula (C, p; v C, p,)B, llamada resolvente, donde

* p;Y p, Son renombrados de todas las variables de cada clausula que garantizan
la no repeticion de nombres entre ellas.

- PBesumgde{l,py, ..oy Lyp1s Li'Posees L' P2}
O La regla de resolucion con umg se apoya en una version de la regla de

factorizacion para LPO: Dada una clausula L, v ... v L, v C, siendo L,, ..., L,
literales con el mismo simbolo de predicado, puede deducirse una nueva clausula L v

CBdonde
B . : Observa que la factorizacién se aplica a una misma clausula, ejemplo
° B es unificador de Lll .y Ln : M(yy, 2, U) vV =P(x3) v aN(x3, U) v N(X3, ¥2) v N(X3, 25),
| Podria quedar con {z, )y,} y factorizacién como
- L=Lp=..=Lp L oMO2 Yo WV APOG) v NCG VNG ) J

El literal L se denomina 7factorde L; v ... v L, v C

« La factorizacion nos permite eliminar informacidon, pero es optativa. Los
resolventes se pueden obtener con o sin ella.

« Al factorizar, si los literales tienen las mismas variables, no se pueden cambiar
los nhombres.

« En ocasiones aplicar factorizacion puede hacer la derivacion imposible.

« En ocasiones NO aplicar factorizacion puede hacer la derivacién de O imposible.
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Resolucion con Variables

La regla de resolucidon con umg es correcta

Si por su aplicacion deducimos O, entonces el conjunto inicial de clausulas es insatisfacible
(demostracion en el anexo al final del tema).

La regla de resolucidén con umg es completa

Si el conjunto inicial es insatisfacible, entonces podemos asegurar que con la aplicacién sucesiva
de la regla de resolucion llegaremos a deducir la clausula vacia (demostracion en el anexo al
final del tema).

Un conjunto de clausulas es insatisfacible sii se puede deducir 00 a partir
de él por resolucion con umg (demostracion en el anexo al final del tema).

Por tanto, el método general de insatisfacibilidad se puede reducir a la
bisqueda de O a partir del conjunto de clausulas, en lugar de tener que generar
conjuntos de instancias basicas
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Resolucion con Variables

O Pueden construirse arboles de resolucidon en los que los resolventes de cada dos
clausulas se obtienen en un paso de resolucion con umg.

Q Por cada paso de resolucidn en instancias basicas puede definirse un paso de
resolucion con umg.

Ejemplo:  C;: —B(x,f(y)) C,: B(a,z) v C(2) Cs: B(bw) v —C(w)
I;: —B(a,f(a)) I;* —B(b,f(a)) I,:B(af(a))vC(f(a)) I3 B(b,f(a))v—-C(f(a))

—B(a,f(a)) B(a,f(a)) v C(f(a)) —B(x,f(y)) B(a,z) v C(2)
\ / \ M 2/f(y)}
C(f(a)) B(b,f(a)) v —C(f(a)) C(f(y)) B(b.w) v —C(w)
\ / \ M(y)}
B(b.f(a)) —B(b.f(a)) B(b.f(y)) —-B(x'".f(y))
Arbtol de resolucnon en\ / Arbol de reso|ucién\ I:IA /b, y/y}
instancias basicas con umg
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Procedimiento de Saturacion

O En el ejemplo anterior la busqueda de una refutacidon se ha realizado de modo
arbitrario, sin embargo, es necesaria una sistematizacion para esta busqueda. El
modo mas simple (conceptualmente hablando) de sistematizar la busqueda de una
refutacién o bien la de asegurar que no existe, se basa en la generacion sucesiva de
todas las posibles resolventes a partir del conjunto de partida.

O Procedimiento de saturacion: Sea C un conjunto de clausulas
1) SeaS, =Cyn=0
2) SiO e S, = Ces insatisfacible
3) Construir S, ., = {resolventesde C1yC2 /Cl € (S, v ...uS,), C2 € S}
4) SiS, ;1 =d0S,,; cSyu ... uS,=> C es satisfacible
5) Hacer n = n+1 y repetir desde 2)

O El paso 3) requiere considerar todos los posibles factores F, de predicados distintos,

de las clausulas C1 y C2 sobre los que se pueden resolver ambas clausulas con el
umg que da F.
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Procedimiento de Saturacion

O Este procedimiento genera fodos y solo los resolventes posibles a partir de un
conjunto de clausulas.

O Este procedimiento es completo: Un conjunto de clausulas C es insatisfacible sii el
procedimiento de saturacion encuentra O a partir de C.

O El proceso de saturacién va a generar multitud de clausulas innecesarias para la
obtencidn de la clausula vacia, por lo que el proceso se puede y se debe depurar.
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Procedimiento de Saturacion

Sp: 1 PvQ 22) Pv@  de2)y9) 31) P de 4)y 5)
2) PvQ 23) PvQ  de2)y10) 32) -Q de 4)y 6)
3 Pv-Q 24) —P de 2)y 12) 33 Pv-Q ded)y7)
4 —Pv-Q 25) P de 3)y 5) 34) Pv-Q ded)y8)
S;: 5 Q de 1)y 2) 26) Pv—-Q de 3)y 7) 35) -Pv-Q ded)y?9)
6) P de 1)y 3) 27) Pv-Q de 3)y 8) 36) Pv—-Q de4)y10)
7) Qv -Q de 1)y 4) 28) Pv—-Q de 3)y 9) 37) Q de 5)y 7)
8) Pv —P de 1)y 4) 29) Pv-Q de 3) y 10) 38) Q de 5)y 9)
9 Qv -Q de 2)y 3) 30) —-Q de 3) y 11) 39) O de 5) y 12)
10) P v —P de 2)y 3)
1) —P de 2)y 4)
12) -Q de3)y4)  Se generan muchas clausulas redundantes e irrelevantes:
S, 13)PvQ de 1)y 7) m 7),8),9)y 10) son tautologias
14) PvQ del)y 8) m Su interaccidn con otras genera mas clausulas
15) Pv Q del)y?9) redundantes
16) PvQ del)yl0)  w p Q, —Py —Q se generan repetidas veces
17) Q de 1) y 11)
18) P de1)y12)  Ep realidad bastaria con generar las clausulas 5), 12) y 39)
19) Q de 2)y 6)

20) =P v Q de 2)y 7)
21) -PvQ de 2)y 8)
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Estrategias

Q La aplicacién de la regla de resolucion en los sistemas de demostracion
automatica de teoremas tiene variantes.

A La aplicacion del procedimiento de saturacion, sin limitaciones, genera
normalmente muchas clausulas irrelevantes y redundantes.

O Es necesario aplicar criterios selectivos de forma sistematica que
simplifiquen el proceso y lo hagan computacionalmente eficiente.
O Se usaran dos tipos de criterios:

o Estrategias de simplificacion: con el objetivo de reducir el
nimero de clausulas en el conjunto.

o Estrategias de refinamiento: con el objetivo de Ilimitar Ila
generacion de clausulas.
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Estrategias de simplificacion

1)Eliminacion de clausulas idénticas

Es posible deducir por resolucion O a partir de un conjunto de clausulas C sii es
posible deducir por resolucion O a partir de C tras eliminar clausulas idénticas
(obvio)

Conclusidn: si se genera una clausula que ya esta en la demostracidn, no se incluye

nuevamente

2)Eliminacion de clausulas con literales puros
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Un literal L de un conjunto de clausulas es puro si y sélo si no existe ningln otro
literal complementario —L" en el conjunto tal que L y L' son unificables

Es posible deducir por resolucion O a partir de un conjunto de clausulas C sii es
posible deducir por resolucién O a partir de C tras eliminar las clausulas con literales
puros.

Una clausula con un literal puro es indtil de cara a la refutacion porque el literal nunca
podra eliminarse en el proceso de resolucion.

Conclusidn: esta estrategia solo es necesario aplicarla una vez, puesto que de un

conjunto de clausulas sin literales puros no pueden generarse clausulas con literales
puros.
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Estrategias de simplificacion

3)Eliminacion de clausulas tautologicas

Es posible deducir por resolucion O a partir de un conjunto de clausulas C sii es
posible deducir por resolucion O a partir de C tras eliminar las clausulas tautologicas

Una clausula tautoldgica es verdad para cualquier interpretacion, por lo que si la
borramos de un conjunto de clausulas insatisfacible, el conjunto seguira siendo
insatisfacible.

Nota: p(x) v —p(X) v q(y) es una clausula tautoldgica, pero p(x) v —p(y) v q(y) no

) PvQ

2) —PvQ Si se eliminan las ) PvQ

3) Pv-Q tautologias, la 2) —PvQ

4) —Pv-Q refutacion anterior 3) Pv-Q

5 Q de 1)y 2) queda: 4) —Pv-Q

6) P de 1)y 3) 5 Q de 1)y 2)
7) Qv—-Q de 1)y 4) 6) P de 1)y 3)
8 Pv-—P de 1)y 4) 7) —P de 2)y 4)
9) —P de 2)y 4) 8) —-Q de 3)y 4)
10) —Q de 3)y 4) 9 0O de )y 8)
1y 0O de 5) y 10)
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Refutaciones y Estrategias de refinamiento

0 Derivacion de una clausula C a partir de un conjunto de clausulas
{C,,...,C,} es una secuencia <C,,...,C,R,,...,R > tal que:
0 Cada R, es el resolvente de dos clausulas anteriores de la secuencia
Q No se realiza el mismo paso de resolucion (entre las mismas clausulas
con los mismos factores) mas de una vez.
AQR,=C

O Refutacion: derivacion de O a partir de {C,,...,.C.}

Q La regla de resolucion con umg es correcta = una derivacidn es una
deduccion correcta.

Q El método de resolucion es completo = si {C1,...,Cn} es insatisfacible, hay
una derivacion de O mediante resolucion.

Q El método general de demostracion de insatisfacibilidad se puede poner en
términos de la busqueda de una refutacion: se consideran todas las posibles
derivaciones del conjunto de clausulas hasta encontrar una que sea una
refutacion.

O Las estrategias de refinamiento sirven para reducir el espacio de busqueda
163 de 26%€ refutaciones.
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Resolucion Lineal

Descripcion _informal: Todos los pasos de resolucion (salvo el primero) se
dan utilizando el ultimo resolvente generado en la deduccidn

Derivacion lineal: Una derivacion lineal de C,, a partir de {C,,...,C.} es una

secuencia Cy,...,C,,C.4,...,C,, tal que
C.., es el resolvente de dos clausulas < {C,,...,.C.} (cldusulas de cabecera)

y
Para todo i > n+1, C; es el resolvente de C;; con otra clausula C;, j <'i

Resolucion lineal: Solo genera derivaciones lineales

La resolucion lineal es completa: Un conjunto de clausulas C es
insatisfacible sii existe una refutacion lineal de C
o Podemos restringir las derivaciones posibles a derivaciones lineales

Ademas, no es necesario probar con todas las clausulas del conjunto inicial
como punto de partida de la refutacion lineal:

o Se puede demostrar que si un conjunto de clausulas S es satisfacible y
S u {C} (C es una clausula) es insatisfacible, entonces hay un
refutacion lineal que empieza con C.
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Resolucion Input

0 Descripcion _informal: Todos los pasos de resolucidon se dan utilizando al
menos una clausula del conjunto de partida

0O Derivacion input: Una derivacion input de C, a partir de {C,,...,.C.} es una
secuencia C,...,C,,C ,4,...,C, tal que :
o Paratodoi > n, C es resolvente de una clausula C, € {C,,...,C.} y otra
clausula C;, j <i

0 Resolucion input: Sélo genera derivaciones input

Q Ejemplos:
Ci: —=T(X) v L(x), C,: =D(x) v =L(x), C5: D(a), C,;: I(a), Cs: —=I(x) v T(x)
. : : C C
Refutacion input (y lineal) partiendo de C;:
Ry: —T(X) v —~D(X) (C, C) . ~ 7
R,: —I(X) v —=D(x) (Ry, Co) R: Cs
R3: =I(a) (Ry, C3) N/
Ry O (R3, Cy) R, Cs
Refutacion input (y lineal) partiendo de C:: N/
El: -II_-((a)) gESI 543 R; C
. L(a I
Ri: —D(a) (R;, C;) \R | |:|/
R4: O (R3I C3) ¥
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Resoluciéon Input

O Ejemplo: C;:pvqg, C:—pvq,Cs:rv—q, C: —rv—q
Refutacion no lineal y no input.

Riiqvq (Cy, )
R,y =q v —q (G C)
Ry: I (Ry, Ry)
Pero para toda derivacion no lineal hay una lineal equivalente:
Riiqvq (Cy, )
Ry: r Ry, G)
Rs: —q (Ry C)
R,: O (R3, Ry)

> ¢Hay también una resolucion input para toda resolucion no input?

0 La resolucion input no es completa (en el caso general): Para cualquier
conjunto de clausulas C que sea insatisfacible no es posible afirmar que exista una
refutacion input de C

o El ejemplo anterior es la prueba en contrario: no es posible deducir O por
resolucion input.
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Resolucidn Dirigida

0 Descripcion informal: no se pueden realizar resolventes de dos clausulas de
un subconjunto S del conjunto de partida (tipicamente las premisas)

QO Derivacion dirigida: Una derivacion dirigida de C,, a partir de {C,,...,.C.},
con conjunto soporte S < C, es una secuencia C,...,C,,C,.4,...,C,, tal que:
o Para todo i > n, C es resolvente de dos clausulas anteriores en la
secuencia que no pertenecen ambas a S

0 Las clausulas de S son clausulas soporte y las de C — S son clausulas
objetivo

0 Resolucion dirigida: Solo genera derivaciones dirigidas

Q Ejemplo: C = {C;:svt C:—svp C:—-qvrCiqVv—p, C:uv—r,Cs —u, Ci
—t}, S = {C,, C,, C;, C,, Cs}

1. s (C, Cy) l.tvp (CA®)
2. p (R, G) 2.p (Ry, C7)
3. ¢ (Ry, Cy) 3.9 (Ry, Cy)
4. r (Rs, &) 4.r (Rs, &)
5. u (Rys Cs) 5. u (Rys Cs)
6. O (RSI CG) 6. (RSI CG)
refutacion dirigida refutacion no dirigida
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Resolucion Dirigida

0 La resolucion dirigida puede ser completa: Si hay una derivacion de O
a partirde C, y S (S < C) es satisfacible, hay una resolucion dirigida de O
con conjunto soporte S.

Q Esta estrategia no es de mucha utilidad si no es posible identificar un
conjunto soporte satisfacible

0 En la practica, en la busqueda de la refutacion de una conclusion a partir de
un conjunto de premisas, es una heuristica razonable operar bajo el supuesto
de la satisfacibilidad de las premisas:

Q Premisas de la demostracion (en forma clausular): conjunto soporte S

Q Negacion de la conclusion (en forma clausular): conjunto objetivo C— S

Q Si las premisas son inconsistentes, entonces cualquier conclusion se
deriva: [A, —A] |— B

O Pero si las premisas son consistentes, entonces [0 debe derivarse de la
negacion de la conclusion: [A, B] |— B, es decir {A, B, —B} es
insatisfacible.
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Resolucion Ordenada

Descripcion _informal: Todos los pasos de resolucion tienen en cuenta dos
restricciones de orden: 1) sobre la posicion en las clausulas de los literales
sobre los que se resuelve y 2) sobre la posicion en el resolvente de los
literales que lo forman.

Existen numerosas formas de tener en cuenta el orden de los literales en las
clausulas para limitar las demostraciones tomadas en consideracion dentro
del arbol de las deducciones.

En la resolucion ordenada las clausulas son sucesiones finitas de literales (
con literales ordenados).

Para poder llevar a cabo la resolucion entre dos clausulas se tiene que poder
aplicar la regla de resolucion, pero ademas:

o La resolucion tiene que ser practicada con los literales que estan en
cabeza de las clausulas.

o El resolvente tiene que estar ordenado.
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Resolucion Ordenada

QO Derivacion ordenada: Una derivacion ordenada de C, a partir de
{C,,...,C,} es una secuencia C,,...,C,,C..4,...,C, tal que:
o cada C, i>n, es resolvente de dos clausulas anteriores A; v L;; v ... v
L, ¥ —A; v Ly v ... v L, donde A; y A, son unificables con un umg o,
o Los literales de Ci estan ordenados de esta forma:
(Liy v vipvlhy v vl )o

0 La resolucion ordenada no es completa ORDENADA
{pvq,—qvp, —pvr, —rv-p} pvq  —qvp —pvr —r v —p
NO ORDENADA
p\/q —|QVp —|p\/r‘ —|r'v—|p
\ / \ / -

rvp

P —P
El conjunto es insatisfacible T
pero no puede demostrarse PV —P
| con una refutacion ordenada
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Estrategias de Refinamiento. Propiedades

0 Correccion: [0 se deduce solo si el conjunto de clausulas S es insatisfacible
(O — S insatisfacible)
0 Completitud: Si el conjunto de clausulas S es insatisfacible entonces O se

puede deducir (S insatisfacible — )
Correcta | Completa
Lineal Si Si
Input Si No, en el caso general
Dirigida Si Si, si el conjunto soporte es
satisfacible
Ordenada Si No
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O Ejercicios:

Ejercicio 1: Demostrar, mediante resolucion, que la siguiente deduccion es
correcta:

A:: vX(C(x) — (W(X) A R(x)))
A:: Ix(C(x) A Q(x))

C: Ix(Q(x) A R(x))
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Para demostrarlo aplicamos el método de resolucion al siguiente conjunto :
A AA, A=C

A; = {{-C(x) v W)}, {=C(y) v R(y)}}

A, = {{C(a)}, {Q(a)};

—C = {=-Q(z) v =R(2)}

C:: =C(x) v W(X)

C.: =C(y) v R(y)
Cs: =Q(2) v =R(2)
Ci: C(a)

Cs: Q(a)

Y comprobamos su satisfacibilidad mediante el método de resolucion por UMG.
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1. =C(x) v W(x) C.: =C(y) v R(y) C.: C(a)

2. 7C(y) V R(y)

3. 7Q(z) v —R(2) \ M/a}

4. C(a)

5. Q(a) Ri:R(@) G:-=Q@@) Vv =R(Z)

N

R:: Q@) G: Q(a)
Hemos encontrado la clausula vacia, luego \ /
el conjunto de clausulas es insatisfacible,
luego la deduccidn es correcta. R.: [
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Ejercicio 2: Estudiar si el siguiente conjunto es insatisfacible utilizando el
método de resolucion:

Cl:r(x) Vv p(x) Vv =aqg(h(x))
C2 : —r(x)

C3 : p(y) v =s(y, h(y)) v r(y)
C4 : =s(z, xX)

C5 : q(y) v r(y)
C6 : s(f(x), x) v =p(f(x))

Comprobamos si C1 A C2 A C3 A C4 A C5 A C6 es insatisfacible.

Aplicamos el método de resolucidon con unificacion umg para comprobar la
insatisfacibilidad.

175 de 207



R1y R2 ---- NO se puede UNIFICAR con
x1/h(x1)}, daria h(h(x1), y no se pueden
cambiar variables, ver regla resolucion.

Clausulas renombrando variables:

Cl:
C2:
C3:
C4 .
2 q(y1) v r(yl)
C6 :

C5

F(x) V B(x) Vv h(x El problema estd en querer usar C2 en
—(nr()xl)p( ) v =4(h(x)) ambas resoluciones, se puede crear C2'

cambiando la variable y usarla con €5
p(y) v =s(y, h(y)) v K(y) 4

-5(z, X2)

s(f(x3), x3) v =p(f(x3))

Ce:r(x) vp(x) v aqlh(x)) G:ar(xl) GCs:q(y)Vry)

\ %X/X]} \ A/XI}

p(x1) v =q(h(x1))  R.: q(x1)

N

Rs: p(x1) Ge: s(f(x3), x3) v =p(f(x3))

\ / Ci: =s(z, x2)
{x1/f(x3)}

Ra: s(f(x3), x3) /{xZ/x3
\ Rs: [1 2z/f(x3)}

25
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————————————————————————————————————————————————

| Puedo hacer un segundo renombrado en C2 para dar C2’
| con otra variable X, que me permita hacer unificacidn entre

|

|

| |

C1 : r(x) v p(x) v =q(h(x))  REVR2 ;
C2 : —r(x1) | |
. i En general, aunque puedo usar los resolventes y clausulas |
C3: p(y) v =s(y, h(y)) v r(y) | de partida varias veces, es necesario renombrar sus i
C4 : =s(z, x2) | variables para que no haya dos sustituciones |
C5:qa(yl) v r(yl) . distintas de la misma variable. |

C6 : s(f(x3), x3) v -p(f(x3)) T

C:r(x) v p() v =q(h(x)) G ar(x1)  Gsq(y) v r(y) Ci —r(x4)

\ %X/xl} \ {y/x4} /

Ri: p(x1) v ~q(h(x1)) R.: q(x4)

\ wa

Rs: p(x1) Ge: s(f(x3), x3) v =p(f(x3))

\ / Ci: =s(z, x2)
{x1/f(x3)}

Ra: s(f(x3), x3) /{xZ/x3
\ Rs: [1 2z/f(x3)}
26
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Examen Julio 2015

Ejercicio4. Demuestra por resolucién UMG (comenzando con la cldusula C7), que el siguiente
conjunto de clausulas es insatisfacible: (2,5 puntos)

C1: -P(x) v -Q(y,z,w) v =R(x,w) v R(x,y)

C2: Q(a,f(b),f(c)) Mas consejos:

Al pasar a forma clausular, no es necesario incluir formulas para cada

C3: Qxxflx)) paso como en deduccién natural, pero si se recomienda: etiquetar

ca: -Q(xy,z) v R(x,2) las sustituciones, y seguir los pasos en el orden que se han dado en
@) clase: prenex (renombrado,...), cierre, FNC,FNS.

C5: P(a

« Recuerda que, en el paso de FNS, se deben usar simbolos de
funciones y constantes nuevos. Asi que si en una formula (Al) ya
has usado “f” o “a”, en otra formula A2 no podras usarlos (sino que
seran “g” o “b” asumiendo que no hayan aparecido ya).

« En resolucion, no olvides negar la conclusién si la hay.

« Renombra todas las variables con el indice de la clausula: x7 es la
variable x en la clausula 7.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
C6: -R(a,c) v -S(f(x)) |
|
|
|
|
|
|
|
K Aunque puedo usar los resolventes y clausulas de partida varias
|
|
|
:
|
¢
|
|
|
|
|
|
|
|

C7: S(f(x)) v -P(x)

SOLUCION:
R1: S(f(a)) C7,C5 {x7/a} veces, es necesario renombrar sus variables para que no haya dos
R2: -R(a, ¢) R1, C6 {x6/a} sustituciones distintas de la misma variable (dando C2’ con x2").
R3: =P(a) V 7Q(c, z1, w1) V ~R(a, w1) R2,C1 {x1/a,y1/c} » Puede ser necesario factorizar o aplicar idempotencia, aunque no es
R4: ~Q(c, z1, w1) V ~R(a, w1) R3, C5 {} muy tipico.
RS5: ~R(a, f(c)) R4, C3 {x3/c, z1/c, wi/f(q)y Una solucion bien indexada y con un resolvente por linea (como en
este ejercicio), puede ser mas comoda que un arbol de resolucion.
R6: =Q(a, y4, f(c)) R5, C4 {x4/a, z4/f(c)} . -
En cualquier caso, hay que etiquetar las clausulas y
R7:D R6, C2 {y4/f(b)} resolventes que se van usando (C1, C2,C2’, R1...) para facilitar la

correccion.
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Programacion logica

0 Las técnicas de demostracion automatica de teoremas, como la resolucion,
pueden aplicarse para disenar sistemas de extraccion de respuestas, sistemas
expertos, y resolucion de problemas (Green, Raphael, 1968).

0 Un programa légico en Prolog (1972) se compone exclusivamente de clausulas
de Horn.

o Clausula con maximo un literal sin negar (que hace de consecuente).
0 Una clausula de Horn que no tiene literales negados se denomina Aecho.

0 Una clausula de Horn que tiene un literal afirmado (y el resto negados) se
denomina reg/a. El literal afirmado se llama cabezay la secuencia de literales
negados se llama cuerpo.

Q Sentencia Prolog: 'A :- BCD.”
Q Eguivalea (Av —B v —C v =D) gue es (BA CAD — A)

A Un conjunto de reglas con la misma cabeza es un procedimiento, cuyo nombre
es el del simbolo de predicado correspondiente a la cabeza.

0 Un conjunto de definiciones de procedimientos es un programa ldgico.
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Q

Programacion logica: Consultas

Una clausula de Horn que no tiene literal afirmado se denomina objetivo.
Un objetivo se escribe como si fuera un cuerpo y se considera una pregunta

La deduccion cuya correccion se debe comprobar es la que tiene como premisas
al programa y como conclusion al objetivo.

La ejecucion de un programa logico con un objetivo dado consiste en determinar
si el objetivo es deducible del programa, y caso de que lo sea, los valores de las
variables del objetivo que dan una respuesta al mismo

Para la ejecucion se aplica resolucion SLD (Selective Linear Definite clause
resolution) con el objetivo como clausula objetivo inicial.

o Resolucion SLD: Estrategia que combina las estrategias lineal, input, dirigida y
ordenada sobre clausulas de Horn.

La busqueda de la refutacion se hace en profundidad con vuelta atras
(backtraking).

30
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Ejemplo

1. padre(A,B)

2. madre(B,C)

3. abuelo(x,z)« progenitor(x,y), progenitor(y,z)
4, progenitor(x,y) « padre(X,y) @ 1
5. progenitor(x,y) < madre(x,y) '

5
abuelo(x,C)

progenitor(x,y3),progenitor(y3,C)

padre(x,y3),progenitor(y3,C) madre(x,y3),progenitor(y3,0C)

1 2
xX/A x/B

progenitor(B,C) ;x‘ “a progenitor(C,C)

padre(B,C)

madre(C,C)

1 ? E 1 2

resp(A) 31
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o~ WO NP

Ejemplo

. padre(A,B)
. madre(B,C)
. abuelo(x,z)« progenitor(x,y), progenitor(y,z)
. progenitor(x,y) « padre(X,Yy)
. progenitor(x,y) <« madre(X,Yy)

¢Quién es abuelo de €?: abuelo(x,C)

Q

Q

Q

abuelo(x,C),resp(x)
[3,%x3/x,z3/C]
progenitor(x,y3),progenitor(y3,C),resp(x)
[4,x4/%x,y4/y3]
padre(x,y3),progenitor(y3,C),resp(x)
[1,x/A,y3/B]
progenitor(B,C),resp(A)
[4,x47/B,y4” /C]
padre(B,C),resp(A)
<fallo>
[5,%x5/B,y5/C]
madre(B,C),resp(A)
[2]
resp(A)
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¢Quién es nieto de A?: abuelo(A,x)

abuelo(A,x),resp(x)
[3,x37/A,z3/X%]
progenitor(A,y3),progenitor(y3,x),resp(x)
[4,x4/A,y4/y3]
padre(A,y3),progenitor(y3,x),resp(x)
[1,y3/B]
progenitor(B,x),resp(x)
[4,x4°/B,y4” /X]
padre(B,x),resp(x)
<fallo>
[5,x5/B,y5/x]
madre(B,x),resp(x)
[2,x/C]
resp(C)
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iPrueba Prolog!

QPuedes programar en Prolog y encontrar ejemplos online:
http://swish.swi-prolog.org/example/examples.swinb

0 Movie database provides a couple of thousands of facts about movies for
you to query.

0 Expert system illustrates simple meta-interpretation of rules and asking for
missing knowledge.

0 Eliza implements the classical shrink.
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Watson usa Prolog

Q Watson, sistema de inteligencia artificial que es capaz de responder a preguntas
formuladas en lenguaje natural de IBM.

Q En 2011, Watson compitio en Jeopardy! derrotando a sus dos oponentes

humanos.
0 (Brad Rutter, el mayor ganador de dinero; y Ken Jennings, récord en racha de victorias)

0 Watson tuvo acceso a cuatro terabytes de almacenamiento en disco sin conexidn a internet,
incluyendo el texto completo de la Wikipedia en inglés.

0 i4 TBI, la eficiencia importa.

Q La UPM e IBM han llegado a un acuerdo de colaboracion para llevar Watson a las
aulas, por primera vez en Espafia (noticia).
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Estructuras basicas

(JTodos los hombres son mortales
AVx(H(x) > M(x)) o —3ax(H(x) A = M(x))

(UNo todo hombre es mortal
d— Vx(H(x) > M(X)) o ax(H(x) A = M(x))

JAI menos un hombre es mortal, hay hombres mortales
Q3Ix(H(x) A M(x))

ANingin hombre es mortal
d— Ix(H(x) A M(x)) o VX(H(X) —» — M(x))

(1SAlo los hombres son mortales
Avx(M(x) - H(x)) o =3Ix(M(x) A = H(Xx))

d(Tipicamente, V¥ se usa con implicacidon y 3 con conjuncion).

187 de 207



Interpretaciones

2.- Interpretacion de formulas moleculares:

O Asignacion de valor de verdad a las formulas moleculares:

1. i(-A) = Vsiii(A) = F; i(-A) = Fsii i(A) = V

2. i(AAB)=Vsiii(A)=V yi(B)=V; i(A AB) = F siii(A) = F 0i(B) = F
3. i(A VB)=Vsiii(A)=V 0i(B)=V: i(A VB) = Fsiii(A) = F yi(B) = F
4. i(A>B)=Vsiii(A)=F 0i(B)=V:i(A->B)=Fsiii(A) =V yi(B) = F

5. i(A €>B)=Vsiii(A) = i(B); i(A €>B) =Fsii i(A) # i(B);

i(3xA) = V sii i(A{x/a}) = V para al menos una sustitucion x/a, a €L(D)
i(3xA) = F sii i(A{x/a}) = F para toda sustitucion x/a, a constante de L(D)
i(WxA) = Vsii i(A{x/a}) = V para toda sustitucién x/a, a constante de L(D)

© O N O

i(YxA) = F sii i(A{x/a}) = F para al menos una sustitucién x/a, a €L(D)

(En los ejercicios aparece “y ademas” en todas las sustituciones para i(VxA) =V yi(3 xA) = F;
y “o bien” en las sustituciones para i(3IxA) =V y para i(VxA) = F)
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Ejemplo de E
¢ E IxVyP(x,y) > VydxP(x,y) ?
D =1{1, 2} i(a)=1, i(b)=2

i(IxVyP(x,y) > Vy3axP(x,y)) = F sii
—i(@xVyP(x,y)) = V sii

{x/a} i(VyP(a,y)) =V sii fy/a) fy/b}
__J obien i(P(a,a)) =V v i(P(a,b)) =V
{x/b} i(VyP(b,y)) =V sii {y/a} {y/b}

¥

i(P(b,a))=V vy i(P(b,b))=V

ﬁv’—yﬂxP(x,y)) = F sii
__Jobien {y/a} i(3xP(x,a)) = F sii ix/a) {x/b} ~
i(P(a,a))=F vy i(P(b,a))=F
— {y/b} i(IxP(x,b)) = F sii ix/a) {x/b} <

i(P(a,b))=F vy i(P(b,b))=F

La imposibilidad de hacer falsa esta formula no es exclusiva de esta interpretacion. Verificar el

804 a%scedente es incompatible con hacer falso el consecuente => La formula es valida
e



Ejemplo de

¢ E VyaxP(x,y) > IxVyP(x,y) ?

D={1, 2} i(a)=1,i(b)=2

/i—(VyEIxP(x,y) — AxVyYP(x,y) ) = F sii
—i(Vy3axP(x,y)) = V sii

{y/a}i(@xP(x,a)) = Vsii {x/a} {x/b}
Y ademas i(P(a,a)) =V o bieni(P(b,a)) = V
{y/b}i(3xP(x,b)) = Vsii {x/a} ix/b}

—

i(P(a,b)) =V o bieni(P(b,b)) =V
—iH3IxVyP(x,y)) = F sii
{X/%} i(VyP(a,y)) = F sii
Ya

{y/b}
smes i(I{D%?;)) —Fobien i(Plab) = F
¥¥{x/b} i(VyP(b,y)) = F sii{ Ja} {y/b}

i(P(b,a)) = F o bien i(P(b,b)) = F

Si es posible definir una interpretacion que hace falsa la férmula = La férmula no es valida, el
contramodelo es: Py(1,1) =V, P;(1,2) =F P,(2,1) =F, P,(2,2) =V 5
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Ejercicio de examen Julio 2015

Ejercicio2. Sealellenguaje{R,a,b, c}, donde R(x,y) es un simbolo de predicado y a, b, c son
constantes. Definir un contramodelo en un dominio de 3 elementos para demostrar lo siguiente:
(2,5 puntos)

Vx3y R(x,f(y)) ¥ JyVxR(x,f(y))

Justificar adecuadamente la respuesta con un analisis semantico.

En la logica el orden de los cuantificadores es importante. Por ejemplo, que todo el
mundo ame a alguien no implica que alguien sea amado por todo el mundo.

Para construir un contramodelo i hay que definir un dominio D, y dar los valores de

la funcion f y el predicado R.

El uso de tablas bidimensionales para la interpretacién de
predicados de dos argumentos puede ser Util también. Ya
sea para comprobar una hipétesis o para desarrollarla.

Una solucion sencillo seria: dominio de i, D= {1,2,3}.

Interpretacion i(a)=1, i(b)= 2, i(c)= 3.

Sea f la funcion de identidad: f(x) = x; entonces tenemos f(1) =1, f(2)=2, f(3)=3. Rp 1 2 3

1 Vv F F
Se define R tal que R(x,y) es verdadero en el modelo si y solo si x=y. Entonces los 2 F V F
valores de R son <1,1>, <2,2> vy <3,3>. Por eso, R(a,a), R(b,b) y R(c,c) son 3 F F Vv

verdaderos en i y otros atomes con R son falsos. Poer ejemplo. piensa en un
dominio de egoistas donde todo el mundo se ama a si mismo y a nadie mas.

Ahora es evidente que en el modelo i la formula Vx 3y R(x,f(y)) es verdadera. Eso

porque i(R(x,f(y)i{x/a, y/a} = V, iR(x,f(y)){x/b, y/b} = Vy i(R(x,f(y)ix/c, y/c} = Vi rommmomooomoooooo- R .
para cada sustitucion por x se puede elegir una sustitucién por y (=f(y)) tal que la La regla para un examen es siempre: tiene que haber (1) un
formula sale verdadero desarrollo claro y justificado de como alcanzar la

’ conclusion, y (2) una conclusién clara y explicita.

Al contrario, la formula 3y ¥x R(x,f(y)) es falsa en i. Con la substitucion y/a, la i En seméntica (LP y LPO) se admite el procedimiento
formula R(b,a) es falsa; con la substitucion y/b, la formula R(c,b) es falsa, y con la | inverso: (1) definir un contramodelo al azar (o guiado, o con
substitucion y/c, la formula R(b,c) es falsa. Dado que no hay una substitucion por y i

tal que R(x,f(y)) es verdadero para cada substitucidén por x, tenemos !

iy Vx R(x,f(y))) = F i

tablas de verdad en sucio) para demostrar ¥, e (2)
interpretar las formulas EXPLICITAMENTE Y PASO A PASO
para comprobar que efectivamente es un contramodelo.
(Aunque un error por este procedimiento puede penalizar
. mas).

Tenemos por tanto un contramodelo que demuestra la proposicion, .
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Estrategia general problemas DN

lidentifica la conectiva principal y el tipo de formula de la conclusiény
opera segun lo siguiente:
Sies A— B, supén Ay usal_, cuando encuentres B.
dSies AAB, prueba A, prueba B, yusal,
dSies Av B, prueba A o B (el mas facil), y usa I,
O La dltima estrategia, suponer —(A v B) puede ser util.
dSies A<> B, pruebaA—>B,B—>A, yaplical,,
Si es —A, supdn A, encuentra una contradiccidn, y usa I_

Si es A, intenta encontrar una solucion trivial con los elementos previos de la
deduccion.

[Si todo falla, supdn la conclusion negada en bloque, encuentra una contradiccion,
yusal_

Si la demostracidn no tiene premisas, es necesario empezar con un supuesto, ya
sea de A para demostrar - A — B o bien de —A para demostrar FA
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Resumen DN

A (supuesto)
B

A—B

A (supuesto)

BA—B

—A
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E I i Derivadas
A v ! o T[A A -A] B Ex Contradictione
E E Quodlibet
AANB A v i o T[A->B,B->C]+A- CTransitividad
' a T[A - B, -B]  -A Modus Tollens
AV B ! o T[AVB,-A] - BCorte
B Bv A A—>C : o T[AVB,-B] - A Corte
E o T[AVB,-AVC]+BVCCorte
B—>C I 0 +regladeiteracion
ANB A .
! O +teorema del intercambio (y
C E equivalencias)
A A \/ B
And | CONDICIONES:
E | A B | + siendo a* un nombre temporal nuevo en la
- © ' demostracion
A—>B A—B S
A—B | CONDICIONES:
A B—> A i + A(x) no incluye nombres
A< B ' temporales (a*)
B A< B i « X no aparece libre en premisa,
i libre fuera de la subprueba en
B— A i la que se aplica la regla, ni en
' ningun supuesto previo no
' cancelado
E ‘“““““““/‘V """"""""
t IxA A(x
A->BA—B ——A Alt) (x) VXA
—A A IxA(x) Afx/a*} VXA A/



Equivalencias logicas LPO

Renombrado (si y no aparece libre en A)
O VxA(x) ©VyA(x/y)
0 ElXA(X) PN EIyA(x/y) 1 +las vistas en LP

- . la —ASA |
Cuantificadores vs negacion ! .

O —VxA(x) © Ix—A(x) i AAASA
0 —3xA(x) © Vx-A(x) o AVASA !

. oge . : N
Conectivas vs cuantificadores (x no aparece libre en C) 0 AANBSBAA

O VYxAACS Vx(AAC) 9 AVBSBVA |

O 3IXAACe IX(AACQ) AE>BeBE A

a VxA v C & Vx(A v C) i 0 AANBAC)S (AAB)AC :

0 IAvCeIxAvVQ) s AVEBVOe(AvEVC

O (VxA—>C) e IxA—CQ) s A>BO-AVB :

O (IxA—>C) & Vx(A— Q) a A>Bo-B>-A

O (A—> VxC) o Vx(A— Q) a -(AVB)©-AA-B

O (A— 3IxC) & Ix(A—>C) a -(AAB)&-AV-B

O VxAAVXCe Vx(AACQ) a AA(BVC)S (AAB)V(AACQ)

O (3IxA v 3IxC) & Ix(A v Q) a2 AV(BAC)= (AVB)A(AVC) ;
' Ejemplo de uso en DN: “Intercambio 3, (AAB) & -AV-B”. | o A©BS(ASBABSA
No es valido: “equivalencia”, “de Morgan”, “-~(p Aq) © -p V 7q)”, no _______________________________________________ i

+ incluir el nimero donde se aplica, no hacer mencién al teorema del
' intercambio, etcétera

- 4Q4-JerROT T



Los supuestos son siempre estratégicos
(no se hacen sin saber el objetivo) y
deben cerrarse cuando se encuentra ese
objetivo.

Examen DN Julio de 2015

Ejercicio 3. Demostrar la formula  3x (q(x) — p(f(a),x) ) a partir del conjunto de premisas Aqui uno sabe por la conclusién que se

hara supuesto de g(una constante “uc”),
buscard p(f(a),uc) dentro del supuesto, y
asi podra cerrar el supuesto con g(uc) —>

{Vx(=ax)vr(x)), Vx3Iz(-plxz)—=-r(z)) }

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
utilizando el calculo de Deduccién Natural. (2,5 puntos): p(f(a), uc), y después introducir el l
| existencial. |
1. Vx3z(-p(x,z)—=-r(z)) premisa I :
) : La segunda premisa tiene un existencial, |
2. 3z(-p(f(a),z)>-r(z)) v-elim (1) | interesa eliminarlo antes de un supuesto |
_ | para poder suponer la constante |
3. p(f(a),c)—=-r(c) 3-elim(2) | temporal afiadida. (Puede que uno se de |
: cuenta al avanzar en la demostracion) '
4., q(c) supuesto | :
' |
5. Vx(~q(x)Vvr(x)) premisa : Ademas, uno puede ver en esa premisa, :
. | que interesara sustituir la x por f(a), ya |
6. q(c)vr(c) 3-elim(5) : que se busca p(f(a),”una constante”. Ver :
| .
7. ~=q(c) intercambio(4) | estrategia. l
|
L o e e e a
. te(6,7 e
8 r(c) corte(6,7) | iLas reglas se aplican a rajatabla!, 7 es necesario para el
9. ~=r(c) intercambio[é) corte en 8, 9 es necesario para el MT en 10. Hacer una
I” simplificacidn no explicita penalizaria en el ejercicio.
10. ==p(f(a),c) MT(3,9)
. También es importante anotar las sustituciones realizadas.
11. p(f(a).c) ~-elim(10) En 2 se afiadiria {x/f(a)}, en 5 se afiadiria {z/c}
12.  q(c)—p(f(a),c) —-intro(4-11)

|
|
|
|
|
|

) : IMPORTANTE: Siempre que uses una equivalencia, como

13.  3x(q(x)—p(f(a).x)) 3-intro(12) | en puntos 7vy9, pon:

| Intercambio, n? donde se aplica, formula con
: metavariables. Omitir algo de esto penalizaria. Ejemplo:
|
|
|
|
|

T T T | Intercambio 3, =A< A

| iDeja claro cuando empieza y termina un
| supuesto!, tabulaciones, llaves, etcétera.
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Forma Normal de Skolem

O Procedimiento para hallar FNS(A):

1. Dada unafdérmula A, poner la férmula en forma Prenex.
Prenex (A)
2. Realizar el cierre existencial.

Cierres(Prenex(A)) = QM, donde Q y M son el prefijo y la matriz cuantificacionales de la
formula, respectivamente.

3. Poner la formula en forma normal conjuntiva.

Obtencién de FNC(M)

4. Eliminar los cuantificadores existenciales.

Obtencién de Skolem(QFNC(M)) = FNS(A)
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Forma prenexa

1. Forma normal prenexa. Aplicando a una férmula los siguientes pasos se obtiene
otra férmula equivalente y que esta en forma normal prenexa:

1) Rectificar la férmula usando las equivalencias. Cambio de nombre de variables ligadas:
[— VXA(x) <> VYA(x/y)
[— FxA(x) <> FyA(x/Y)

donde y es una variable que no ocurre libre en A.

(no deben haber varios cuantificadores distintos con la misma variable)

2) Interdefinicidn de cuantificadores (interiorizar negaciones usando equivalencias).
[——=VXA(x) <> Zx—A(x)
[——=IxA(x) <> Vx—A(x)

(no puede haber cuantificadores con una negacion)

3) Distribucion de conectivas respecto a cuantificadores.
si x no esta libre en la otra subféormula (en cuyo caso se habria renombrado en 1)
[— VXA A C <> VX(A A C)
[— XA A C <> XA AC)
[— VXA vC <> VX(A v ()
[— XA vC <> ZX(A v ()
[— (VXA — C) <> ZX(A — C) (recuerda: VXA — C =— VXA v (C)
[—(A = VXC) <> VXx(A —C)
[— (KA — C) <> VXx(A —C)
[—(A — C) <> ZX(A —C)
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Cierre existencial

2. Cierre Existencial. Las variables libres de la formula se ligan existencialmente
poniendo el cuantificador correspondiente en cabeza de la formula:

Lema: Una formula A(x) es satisfacible sii IxA(x) es satisfacible

* Ejemplo:
vy Fz(p(x) A qly) = r(f(z), x))

se transformaria en

I VyZz(p(x) ~qly) = r(f(z), X))
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Forma Normal Conjuntiva

3. Forma Normal Conjuntiva - FNC. Se utilizaran los siguientes teoremas de
equivalencia:

* Interdefinicién (Eliminar bicondicionales vy condicionales usando Ia
equivalencia):
[—(A —>B) <> (—A vB)
[—(A ¢<>B) <> (A > B) A(B—>A)

* Leyes de De Morgan (interiorizar negaciones usando equivalencias):
/—_I(A A B) <« —A v B
/—_I(A \/B) <« —A N —B

e Distribucion de vy A:
/—A A (B \/C) - (A A B) \/(A A C) (pueden ir en los dos sentidos)
[—A Vv(BAC) <> (A vB)A(A v(C)

Lema: Para toda formula A, [—A <> FNC(A)
Lema: La forma normal conjuntiva de una formula siempre existe
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Eliminacion de existenciales

4. Eliminacion de cuantificadores existenciales. Se elimina el cuantificador
existencial sustituyendo la variable que ligaba por una funcién de Skolem o

constante de Skolem.

e La funcion de Skolem sera:
O Una funcion nueva en la formula, aplicada a todas la variables

cuantificadas universalmente que aparecen antes que el cuantificador

existencial a eliminar.
O Si no hay tales variables se utilizara una constante nueva en la férmula

para hacer la sustitucion.
* Ejemplos:
0 Vx3dy(p(x) > —q(y)) se transformaria en Vx(p(x) = —q(f(x))
o dxVz(q(x,z) v r(a,x)) se transformaria en Vz(q(b,z) v r(a,b))
o dxVydz(p(x) A qly) = r(f(z), x)) se transformaria en
Vy(p(a) A aly) — r(f(gly)), a))

Lema: Una formula A es satisfacible sii Skolem(A) es satisfacible.
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Ejercicio de forma clausal

U Obtener la forma clausular de la siguiente estructura deductiva T[A1,A2] |- B

O A1:VxP(x) > VyQ(zy) Vv Q(a)
O A2: 3IxP(x)vVvy-Qly) > 3z P(a,z)
O B: Ix Vy-P(x,y) A Vy Ix Q(x,y)

U A1 = VxP(x)>VyQ(zy) Vv Qa)
Q 3Ix vy (-P(x) vQ(zy) vala))
Q 3z 3x Vy (-P(x) vV Q(z,y) V Q(a))
O = FC(A1)={-P(b)VvQcy)VQa)}

QA2 =3xP(x) vV Vy-Qly) > 3z P(a,z)
Q 3z3y vx((-(P(x) v-Qly)) VP(a,z))
O 3z3y vx (((-P(x) AQy)) V P(a,z))
O 3z 3y vx( (-P(x) V P(a,z)) A (Q(y) V P(a,z)) )
Q = FCc(A2)={-P(x)VP(a,d), Qe) Vv P(a,d) }

O B = Ix Vy -P(x,y) A Vy Ix Q(x,y)
0 -B = vx 3y P(x,y) V Iy ¥x -Q(x,y)

-

Recuerda que siempre existe una forma prenexa, pero
puede haber varias distintas.

Ejemplo, partiendo de:
A2 =3xP(x) VVy-Q(y) - 3z P(a,z),
y considerando F= P(x) V -Q(y) = P(a,z).

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Podemos obtener: Vx3y3z(F), AzVx3y(F), IzAyVx(F), |
Jy3zVx(F)... el orden en el que se extraen los :
cuantificadores afectara a su vez a la eliminacién de |
existenciales. :
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

También puede ser necesario exteriorizar cuantificadores
antes de interiorizar negaciones:~(3x Vy -P(x,y) = Vy 3x
Q(x,y) ), pasa a: Ix Vy 3y’ vx’' =(=P(x,y) - Q(x’y’) )

iNo olvides negar la conclusion si la hay!

O vx 3y 3y’ vx'( P(xy) VvV -Q(x,y’')) (o, Vx Iy Vx’'( P(x,y) V -Q(x’y) si no aplicas renombrado de y)

O = FC(-B) ={P(xf(x)) v-Q(x,g(x)) }

] Forma clausular de la estructura deductiva:

O FC={-P(b) v Qlc,y) vQfa), -P(x) V P(a,d) , Q(e) V P(a,d), P(x,f(x)) V -Q(x’g(x)) }
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Unificacion

O Algoritmo de Unificacion:

Sean Ay B dos atomos con el mismo simbolo de predicado:
(1) a=x

(2) Mientras Ao # Ba:

(2.1) Encontrar el simbolo mas a la izquierda en Aa tal que el simbolo correspondiente
en Ba sea diferente

(2.2) Seant,y t;los términos de Ao y Baw que empiezan con esos simbolos:

(a) Si ni t, ni ty no son variables o, si uno de ellos es una variable que aparece en el
otro =» terminar con fallo (A y B no son unificables)

(b) En otro caso, sea t, una variable =» el nuevo a es el resultado de a{t,/tg}

(3) Terminar, siendoaelumgdeAyB
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Unificacion

O Algoritmo de Unificacion:

Ejemplo: A= P(x, x) y B =P(f(a), f(b))

a Ada Ba (ta. tg)
A P(x, x) P(f(a), f(b)) (x,f(a))
{x/f(a)} P(f(a), f(a)) P(f(a), f(b)) (a,b)
Fallo =» Ay B no son unificables

Ejemplo: A=P(x, f(y)) y B=P(z, x)
QL A B« (th. ts)
A P(x, f(y)) P(z, x) (x,2)
{x/z} P(z, f(y)) P(z, 2) (z, (y))
{x/f(y), z/t(y)} P(f(y), f(y)) P(f(y), f(y))
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Resolucidon con Variables

O Regla de resolucién con umg: Sean L, v ... vL v C y—=lL,/ v .. v =L, vC,dos clausulas,
donde todos los L; son literales con el mismo simbolo de predicado. Puede deducirse una

nueva clausula (C, p; v C, p,)B, llamada resolvente, donde

P, Y P, son renombrados de todas las variables de cada clausula que garantizan la no

repeticion de nombres entre ellas.

Besumgde{L,py, .-, L Py, L Py Ly P01}

O La regla de resolucion con umg se apoya en una version de la regla de factorizacion para
LPO: Dada una cldusula L, v ... v L, v C, siendo L,, ..., L, literales con el mismo simbolo de
predicado, puede deducirse una nueva cldusula L v Cp3 donde

El literal L se denomina factorde L, v ... v LnL\/_C
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B es unificador de L,, ..., L,
L=LB=..=Lf

Observa que la factorizacion se aplica a una misma clausula, ejemplo
=M(Y,, Z,, U) vV =P(X5) vV aN(x3, u) v N(X3, ¥,) V N(X3, 2,),

Podria quedar con {z, jy,} y factorizacién como

M(Y,, Yo, U) V =P(X3) V aN(X5, U) v N(X3, Y5)

La factorizacidon nos permite eliminar informacidn, pero es optativa. Los resolventes se

pueden obtener con o sin ella.

Al factorizar, si los literales tienen las
nombres.

En ocasiones aplicar factorizacion puede

mismas variables, no se pueden cambiar los

hacer la derivacidon imposible.

En ocasiones NO aplicar factorizacién puede hacer la derivacion de [0 imposible.



Dos errores tipicos (recordatorio de LP)

Conjunto de instancias bdsicas: {—p, p v q, p v —q}

—P / pvq
p v 4 q N
¢,Puedo volver a utilizar la clausula de —p? Claro, no afecta a la
demostracién como la iteracion no afectaba en Deduccién natural.
No hay que olvidar que hay una conjuncién implicita.

p

“(AAB) & -AV-B
O

Conjunto de instancias badsicas: {p v —q, —p v q}

“...porque parece correcto”. Pero no lo es. El resolvente esp v —p
—~p vq 0 g v —... pero no la clausula vacia. Si dudas, puedes usar (en
sucio) tablas de verdad, arboles de verdad, o busqueda de
contramodelo.

pv—a

' O No tienes que usar todas las clausulas, lo importante es llegar a la clausula vacia (si es posible). |
' O Se permite el pequefio atajo de asumir que A v =Ly A v L, de A en lugar de A v A. También aplicar idempotencia en :
| general: A vA vBequivalea A vB |
i Q Busca (y anota en sucio) las clausulas de un solo literal (o de un literal menos) que puedes obtener. :
A l

| El drbol de resolucion suele (pero no necesariamente) empezar por las clausulas de la conclusion.
205 207~~~ )
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Ejercicio 5: Comprobar por el Método de resolucién la validez de
TJ[Al A2,A3] |—Q, siendo:

O Al : 3xP(x) 2> VxQ(x)
O A2 : 3IxVz(-3yR(x, Y, z) A P(z) A L(x))
O A3 : vx3z((-T(x) V IyR(x, Y, 2)) A (-L(z) V =T(x)))

O Q:3Ix3ay-(Q(x) = T(y))
C.:-R(a, y, z) Cs: =T(x1) V R(x1, f(x1), g(x1))

d Tras:
O negar conclusién (G) \ %1/0 y/f(a), z/g(a)}

U pasaraFNS,y
U renombrar variables: R: —-T(a

Q C1:-P(x) v Q(y)
O C2:-R(a, y1, 2) Cu: -P(x) v Qly) Ca: P(z1)

0 C3: P(z1) \ %/21}
Q c4: L(a)

O C5: -T(x1) vV R(x1, f(x1), g(x1)) _ . {y2/a}
O c6: -L(g(x2)) V -T(x2) R Qly) G -Qx3) v Tly2)

Q C7:-Q(x3) Vv T(y2) \ / {y/x3)} R.: [
Rs: T(y2) /
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Ejercicio4. Demuestra por resolucién UMG (comenzando con la cldusula C7), que el siguiente
conjunto de clausulas es insatisfacible: (2,5 puntos)

C1: -P(x) v -Q(y,z,w) v =R(x,w) v R(x,y)

C2: Q(a,f(b),f(c)) : Mas consejos:

C3: Qxx.f(x) « Al pasar a forma clausular, no es necesario incluir formulas para cada
: 2 paso como en deduccién natural, pero si se recomienda: etiquetar las
. sustituciones, y seguir los pasos en el orden que se han dado en clase:

C4: -Qxy.z) v R(xz) prenex (renombrado,...), cierre, FNC,FNS.

C5: P(a) + Recuerda que, en el paso de FNS, se deben usar simbolos de funciones

y constantes nuevos. Asi que si en una formula (A1) ya has usado “f" o

C6: -R(a,c) v =5(f(x)) "a”, en otra formula A2 no poc!rés usarlos (sino que seran “g” o “b”

asumiendo que no hayan aparecido ya).

C7: S(f(x)) v -P(x)

» En resolucion, no olvides negar la conclusion si la hay.
« Renombra todas las variables con el indice de la clausula: x7 es la

SOLUCION: variable x en la clausula 7.

R1:5(f(a)) C7,C5{x7/a} es necesario renombrar sus variables para que no haya dos

R2:-R(a, ) R1, C6 {x6/a} sustituciones distintas de la misma variable (dando C2’ con x2).

R3: +P(a) V =Q(c, z1, w1) V ~R(a, w1) R2, C1 {x1/a, y1/c} . ;uue)flgp?gg. necesario factorizar o aplicar idempotencia, aunque no es

R4:-Q(c, z1, wl) V-R(a, wl) R3,C5 {} + Una solucion bien indexada y con un resolvente por linea (como en este
_ gjercicio), puede ser mas comoda que un arbol de resolucion. En

R5: 7R(a, f(c)) R4, C3 {x3/c,z1/c,w1/f(c)}i  cualquier caso, hay que etiquetar las clausulas y resolventes que

R6: =Q(a, y4, f(c)) R5, C4 {x4/a, z4/f(c)} se van usando (C1, C2,C2’, R1...) para facilitar la correccion.

R7:0O R6, C2 {y4/f(b)}

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
: * Aunque puedo usar los resolventes y clausulas de partida varias veces,
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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