Logica Curso 2016-17 Semantica en LPO

Ejercicios resueltos - Enunciados

Construir un modelo y un contramodelo de la siguiente férmula sobre el dominio {1,2,3}:

Ix~Q(f(x)) A ~3z(VyP(zy) - Q(f(2)))

Sea L el lenguaje { R, a, b, ¢ }, donde R(x,y) es un simbolo de predicado y a, b, c son
constantes. Definir un contramodelo en un dominio de 3 elementos para demostrar lo
siguiente:

vx3y R(xf(y)) ¥ IyVx R(x,f(y))

Justificar adecuadamente la respuesta con un analisis semantico.

Definir un contramodelo para demostrar que la siguiente relacion de consecuencia légica no
se verifica:

{vx (P(x) =~ R(x)), vx (Q(x) = R(x)), P(a) , Q(b) } = 3x (P(x) A Q(x))

Analizar si existe o no relacién de consecuencia légica en los siguientes esquemas de
argumentacion utilizando razonamiento semantico:

a) {Vz3IxP(xz),3IxP(x,a) } £ IxVz P(x,z)
b) {VxP(x) = Q(c) } F 3x (P(x) = Q(c))

Averiguar si la formula Q(a,b) v Q(c,c) es o no consecuencia légica de cada uno de los
siguientes conjuntos:

1)  {3xPX, Vy(P(y)~Qay)) }

2)  {3xPX, vy (P(y)~Q(cd)) }

Probar: IxP(x) = Q(a) F Vx(Px)—Q(a))



Construir un modelo y un contramodelo de la siguiente férmula sobre el dominio {1,2,3}:

Ix-Q(f(x)) A -32(VyP(zy) — Q(f(2)))

Definimos un interpretacion I(D, i()) en el dominio {1,2,3}
Tendremos tres constantes en el lenguaje de primer orden que utlizaremos L={a,b,c}
Definimos la funcion de interpretacion i()
Funcion de interpretacién para las constantes:
i(a)=1, i(b)=2, i(c)=3
Funcion de interpretacién para las funciones:
i(f(a))=a, i(f(b))=b, i(f(c))=c
Funcion de interpretacién para los predicados:
i(Q(a)) = ,i(Q(b)) = , i(Q(c))=
i(P(a,a)) = , i(P(a,b)) =, i(P(a,c)) =
i(P(b,a)) = , i(P(b,b)) =, i(P(b,c)) =

i(P(c,a)) = , i(P(c,b)) =, i(P(c,c)) =

Buscamos un Modelo, una interpretacion que haga verdadera la férmula:

i(3x-Q(f(x))) A -3z(VyP(z,y) > Q(f(2)))) =V
sii

i(3x-Q(f(x))) = V y i(-3z(VyP(zy) - Q(f(2)))) =V

i(3x-Q(f(x))) = V sii
z=a i(-Q(f(a))) =V sii i(Qlf(a)))=F

o bien
z=b  i(=Q(f(b))) =V sii i(Q(f(b)))=F

o bien



z=c i(-Q(f(c))) =V sii i(Q(f(c))) =F

i(-32(YyP(z,y) > Q(f(2)) =V sii 3z(VyP(z,y) > Q(f(z))) = F
z=a  i(VyP(a,y) > Q(f(a))) = F sii
i(VyP(a,y)) =V y i(Q(f(a)) =F
i(P(a,a))=v
y i(P(a,b))=V

y i(P(a,c))=V

y
z=b  i(VyP(by) > Q(f(b))) = Fsii
i(vyP(b,y)) =V y ilQ(f(b)) =F
i(P(b,a))=V
y i(P(b,b))=V
y i(P(b,c))=V
y

z=c  i(VyP(b,y) > Q(f(b))) = F sii
i(vyP(cy)) =V y i(Q(f(c)) =F
i(P(c,a))=Vv
y i(P(c,b))=V

y i(P(c,c))=V

Modelo: i(Q(a)) = F, i(Q(b)) = F,i(Q(c))=F, i(P(a,a)) = V, i(P(a,b)) =V, i(P(a,c)) =V, i(P(b,a)) = V,
i(P(b,b)) =V, i(P(b,c)) =V, i(P(c,a)) = V,i(P(c,b)) =V, i(P(c,c)) =V

Contramodelo

Buscamos un ContraModelo, una interpretacion que haga falsa la férmula:



i(3x-Q(f(x)) A -32(VyP(zy) > Q(f(2)))) = F

sii

i(Ix-Q(f(x))) = F o bien i(-3z(VYyP(z,y) - Q(f(2))))) =F

i(3z-Q(f(x))) = F sii

z=a i(-Q(f(a))) = F sii i(Q(f(a))) =V

2=b  i(=Q(f(b))=F sii i(Q(f(v))) =V

2=c i(-Q(f(c))) =F sii i(Q(f(c))) =V

Contramodelo: i(Q(f(a))) = V, i(Q(f(b))) = V, i(Q(f(c))) = V



Sea L el lenguaje { R, a, b, c }, donde R(x,y) es un simbolo de predicado y a, b, c son constantes.
Definir un contramodelo en un dominio de 3 elementos para demostrar lo siguiente:

Vx3y R(x.f(y)) # JyVx R(x,f(y))

Justificar adecuadamente la respuesta con un analisis semantico.

Examen julio 2015

A = Vx3y R(x{(y)) B = JyVxR(xf(y))

Hay que encontrar un contramodelo, es decir, una interpretacion i tal que i(A)=V y i(B)=F
Probamos con dominio D ={a,b}, yf: D —— D la funcion identidad, f(x)=x Vx

Hay que determinar R C D x D.

I(B)=F — 3dyVxR(x(f(y)) = F — = (dyVxR(xf(y)))=V — Vydx R(xf(y))=F

—— Vy3dx R(xy)=F

y=a dx R(x,a)=F R(b,a) =F por ejemplo (1)

y=b dx R(x,b)=F R(a,b) =F porejemplo (2)

i(A) =V —— VxdyR(x(f(y))=V —— VxIdyR(xy)=V
x=a dyR(ay)=V teniendo en cuenta (2) R(a,a) =V

x=b dyR(by)=V teniendo en cuenta (1) R(b,b) =V

Queda portanto: R ={(aa), (bb)}



Definir un contramodelo para demostrar que la siguiente relacién de consecuencia ldgica no se
verifica:

{ VX (P(x) > R(x)), Vx (Q(x) = R(x)), P(a) , Q(b) } = 3x (P(x) A Q(x))

examen enero 2015

{ X (P(x) > R(x)), Vx (Q(x) = R(x)), P(a) , Q(b) } = 3x (P(x) A Q(x))

AL A, A; Ay B

Buscamos una interpretacion i tal que

Vx (P(x) = R(x))

Vx (Qx) > R(x)) son V y Ix (P(x) AQ(x)) es F
P(a)

Q(b)

Tomamos como dominio D = {a,b}

- A=V — P(a)) =V

A=V — | QB)=V

- A =Vx (P(x) = R(x)) =V

P(a)=V

x=a P(a)—>R(@)=V
— R(@)=V

x=b Pb)—Rb)=V —> Pb)=F 6 RbL)=V ()
- A=Vx(Qx)—>REX)=V

X=a Q(a) > R(a)=V se cumple pues R(a)=V

Q) =V

x=b Q(b) > R(b)=V
— |R(b)=V

por tanto, (1), A; esV parax=>b, yportanto A;esV



- B=Ix(P®)AQX)=F si -3Ix(Px) AQX)=V sii

Xx=a -P@@v-Q@=V — -Q@ =V — | Q@=F

P(a)=V — -P(a)=F

x=b =P(b)v-Q(b)=V —— -P(b)=V —
Q(b) =V — -Q(b)=F

Hemos encontrado un contramodelo: Pp={a} Qp={b}
que ademas es el Unico contramodelo

Vx (-P(x) v -Q(x)) = V

P(b)=F

RD: {a,b}



Analizar si existe o no relacion de consecuencia légica en los siguientes esquemas de
argumentacion utilizando razonamiento semantico:

a) {Vz3axP(x,z), AxP(x,a)} £ IxVzP(x,z)
b) {VxP(x) = Q(c)} & Ix(P(x) = Q(c))

Para comprobar si hay consecuencia légica, comprobamos si existen contramodelos (que hagan
verdaderas las premisas y falsa la conclusion) para cada una de las argumentaciones. Buscamos

contramodelos con dominio D ={a,b,c}

a) {Vz3xP(x,z), AxP(x,a)} = AIxVzP(x,z)

Premisas
Vz3AxP(x,z) =V
z=a  dxP(x,a) = Vsii

X=a P(a,a)=V

o x=b P(b,a)=V
o X=C P(c,a)=V
y z=b  IxP(x,b) = Vsii

X=a P(a,b)=V

o x=b P(b,b)=V
o X=C P(c,b)=V
y z=c  dxP(x,c) = Vsii

X=a P(a,c)=V
o x=b P(b,c)=V

o x=c)  P(c,c)=V

y dxP(x,a) =V

X=a P(a,a)=V



o x=b P(b,a)=V

o X=C P(c,a)=V

Conclusién
dxVzP(x,z) = F
X=a YzP(a,z) = F sii

z=a P(a,a)=F

6 z=b P(a,b)=F
6 z=c P(a,c)=F
y x=b VzP(b,z) = F sii

z=a P(b,a)=F

o) z=b P(b,b)=F
o] z=Cc P(b,c)=F
y X=C YzP(c,z) = F sii

z=a P(c,a)=F
o] z=b P(c,b)=F

6 z=c P(c,c)=F

Existe al menos un contramodelo (P(a,a)=V y P(b,b)=V y P(c,c)=V ; P(a,b)=F y P(b,a)=Fy
P(c,a)=F ), luego no hay consecuencia légica.

b) {VxP(x) — Q(c)} F Ix(P(x) = Q(c))

Premisas
VxP(x) — Q(c) =V sii
VxP(x)=F sii
X=a P(a)=F

o x=b  P(b)=F



o x=c  P(c)=F

o Q(c)=V

Conclusién
Ix(P(x) — Q(c)) = F sii
x=a  P(a) = Q(c) =F sii
P(a)=V vy Q(c)=F
y x=b  P(b) = Q(c) = F sii
P(b)=V y Qfc)=F
y x=c  P(c) = Q(c) =F sii

P(c)=V y Qlc)=F

Analizamos las opciones:

Q(c)=V en la premisa es incompatible con Q(c)=F que se tiene que cumplir en todas las
opciones de la conclusién.

P(a)=F en la premisa es incompatible con P(a)=V que debe cumplirse en la primera alternativa
de la conclusion. P(b)=F en la premisa es incompatible con P(b)=V que debe cumplirse en la segunda
alternativa de la conclusion. P(c)=F en la premisa es incompatible con P(c)=V que debe cumplirse en
la tercera alternativa de la conclusién.

No es posible encontrar un contramodelo que haga simultaneamente verdaderas las premisas y
falsa la conclusion, luego existe consecuencia légica.



Averiguar si la formula Q(a,b) v Q(c,c) es o no consecuencia légica de cada uno de los siguientes
conjuntos:

1) { 3P, Vy(P(y)—-Qy))}
2)  {3xPX, vy(P(y)—~Qlcq)) }

eval enero 2016
1) Llamamos A= IxP(x)

Ay = Vy (P(y) — Q(a)y) )

B = Q(a,b) v Q(c,c)

- Buscamos un contramodelo, es decir i tal que (A1) =i(A)=V y i(B)=F

- Tomamos como dominio D = {1,2,3} , por ejemplo

- i(a)=1 i(b)=2 i(c)=3 por ejemplo

- i(B) =i( Q(a,b) v Q(c,c) )=F i(Q(a,b)) = (Q(c,c)) =F Qn(1,2) =Qp(3,3) =F

- i(A2) =i( Vy (P(y) = Q(ay)) )=V sii

i(P(a) > Q(a,a))=V  sii  i(P(a))=F 6 i(Q(aa)=V (1)

y i(P(b) > Qab))=V  sii | iPOL)=F | 6 W

y i(P(c) = Q(a,c))=V sii i(P(c))=F 0 1(Q(a,c))=V 2)
- (Ap)=1i( IxPx))=V sii i(P(@)=V ¢ W 6 iP)=V 3
- para hacer compatibles (1), (2) y (3) elegimos i i(P(a))=V y 1(Q(a,a)) =V

- los demas valores de i1(Q(x,y)) puedenser V oF = hay unos cuantos contramodelos con ese
dominio y las interpretaciones de a, b y c antes
fijadas

= se ha encontrado un contramodelo = NO es consecuencia logica



2) Sean A1= 3x P(x)

Az= Vy (P(y) - Q(cc))
B= Q(ab) v Q(c,c)

- En este caso SI es consecuencia ldgica:

- Una demostracion con deduccién natural es la siguiente:

1.- 3Ix P(x) premisa

2. vy (P(y) = Q(c,c)) premisa

3.- P(d) elim 1, d constante temporal nueva
4.- P(d) = Q(c,c) elim 3

5.- Q(c,0) modus ponens 3, 4

6.- Q(a,b) v Q(c,0) int v5

- portanto {A1,A2} — B

- y porel teorema de completud {A1,A2 } E B
- demostracién semantica:

buscamos un contramodelo, i.e., i talque i(Aj)=i(A2)=V 'y iB)=F

iB)=F i(Q(ab) vQ(cc))=F Qi(a,b) = Qi(c,c) = F
i(A2)=V i(Vy (P(y) ~Q(cc)) )=V

y=a i(P(a) > Q(cc)) =V

y=b i(P(b) > Q(cc)) =V

y=c i(P(c) = Q(cc)) =V

como Qi(cc)) =F Pi(a) = Pi(b) =Pi(c) =F (D

i(A3)=V i(3IxP(x))=V que no es compatible con (1)

= No hay contramodelo = SI es consecuencia logica.



Probar: AIxP(x) = Q(a) E Vx(Px)—Q(a))

IP)—>Q@) F  VYx(P(x)—>Q(a))

A B

1) Formaindirecta: buscamos interpretaciénl tal que I(A)=V y I(B)=F
I(B) =F I(Vx(P(x) = Q(a)))=F sii I(P(i)—Q(a)) = F paraalgini€& L(D)
sii 1(P(i)) =V paraalgini€L(D) y 1(Q(a))=F
sii Ix P(x) y  1(Q@)=F = i(A)=F

= No es posible encontrar un contramodelo = Sl es consecuencia légica

2) Directamente: sealinterpretacion cualquiera tal que I(A)=V; hay que probar I(B)=V
I(A) =1(3xP(x) > Q(a) ) =V I(IxP(x))=F 6 1(Q(a))=V
lercaso: I(IxP(x))=F I(-3xP(x))=V I(Vx-P(x))=V
I(=P(i)) =V paratodo i€ (D) I(P(i)) = F paratodo i€ (D)
I(P(i) > Q(a)) =V paratodo i€(D) I(B)=V

2%caso:  I(Q(a))=V I(P(Q) = Q(a)) =V paratodo iE (D) I(B)=V
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